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详 者 打 


本 书 的 英文 版 是 普林斯顿 大 学 的 分 析 学 系列 教材 中 的 第 三 部 。 本 书 的 第 一 作者 
是 国际 上 享有 盛誉 的 调和 分 析 的 领袖 人 物 之 一 的 伊 莱 亚 斯 M. 斯 担 思 教授 ， 他 由 于 
在 实 分 析 上 的 杰出 成 就 ， 特 别 是 多 个 实 变 元 的 哈代 空间 理论 的 建立 ， 于 1999 年 获 
得 沃 尔 夫 数学 奖 。 除 了 研究 工作 之 外 ， 斯 担 思 在 人 才 培 养 上 也 有 卓越 的 成 就 。 其 中 
他 的 两 个 学 生 Charles Fefferman 、 陶 哲 轩 分 别 于 1978 年 和 2006 年 获 数 学 界 的 最 高 
奖 一 一 非 尔 赣 奖 。 相 信和 由 这 样 一 位 分 析 大 师 主 导 撰 写 的 这 部 教材 一 定 能 引领 读者 进 
入 博大 、 精 美的 实 分 析 世 界 。 

本 书 内 容 丰 富 ， 几 乎 涵盖 了 实 分 析 的 所 有 基本 的 重要 题材 ， 并且 强调 了 分 析 学 
中 的 各 个 领域 的 统一 与 联系 ， 在 叙述 方面 语言 也 非常 生动 、 流 畅 ， 注 重 循序 渐进 ， 
对 基本 概念 和 基本 方法 的 来 龙 去 脉 、 后 续 应 用 、 主 要 思想 的 阐述 非常 详尽 、 透 彻 。 
此 外 ， 本 书 还 配备 了 大 量 不 同 层 次 的 习题 ， 使 读者 能 更 好 地 理解 书 中 的 内 容 ， 同 时 
也 培养 了 探索 精神 与 创新 能 力 。 

本 书 是 一 本 不 可 多 得 的 实 分 析 方 面 的 优秀 教材 。 译 者 在 力求 保持 原著 风格 的 基 
础 上 翻译 本 书 ， 并 且 希 望 该 书 中 文 译 本 的 出 版 能 对 我 国 相关 专业 的 人 才 培 养 以 及 广 
大 科学 技术 工作 者 有 很 好 的 帮助 。 但 限于 译 者 的 水 平 ， 译文 中 的 不 概 与 错误 之 处 在 
所 难免 ， 恳 请 广大 读者 指正 。 

感谢 江 辉 有 老师 对 译 稿 的 意见 ， 同 时 本 书 的 翻译 得 到 了 国家 自然 科学 基金 
(项 目 号 11271199) 的 资助 。 
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从 2000 年 春季 开始 ， 四 个 学 期 的 系列 课程 在 普林斯顿 大 学 讲授 ， 其 目的 是 用 
统一 的 方法 去 展现 分 析 学 的 核心 内 容 。 我们 的 目的 不 仅 是 为 了 生动 说 明 存 在 于 分 析 
学 的 各 个 部 分 之 间 的 有 机 统一 ， 还 是 为 了 阅 述 这 门 学 科 的 方法 在 数学 其 他 领域 和 自 
然 科学 的 广泛 应 用 。 本 系列 从 书 是 对 讲稿 的 一 个 详细 阐述 。 

虽然 有 许多 优秀 教材 涉及 我 们 覆盖 的 单个 部 分 ， 但 是 我 们 的 目标 不 同 : 不 是 以 
单个 学 科 ， 而 是 以 高 度 的 互相 联系 来 展示 分 析 学 的 各 种 不 同 的 子 领域 。 总 的 来 说 ， 
我 们 的 观点 是 观察 到 的 这 些 联系 以 及 所 产生 的 协同 效应 将 激发 读者 更 好 地 理解 这 门 
学 科 。 记 住 这 点 ， 我 们 专注 于 形成 该 学 科 的 主要 方法 和 定理 (有 时 会 忽略 掉 更 为 
系统 的 方法 ) ， 并 严格 按照 该 学 科 发 展 的 逻辑 顺序 讲 行 。 

我 们 将 内 容 分 成 四 卷 ， 每 一 卷 反映 一 个 学 期 所 包含 的 内 容 ， 这 四 卷 的 书 名 
如 下 : 

. 依 里 叶 分 析 轩 论 。 

; 复 分 析 。 

实 分 析 : 测度 论 、 积 分 以 及 硕 尔 伯 特 空间 。 
. 活 函 分 析 : 分 析 中 的 儿 个 论题 。 

但 是 这 个 列表 既 没 有 完全 给 出 分 析 学 所 展现 的 许多 内 部 联系 ， 也 没有 完全 呈现 
出 分 析 学 在 其 他 数学 分 支 中 的 显著 应 用 。 下面 给 出 儿 个 合子 : 第 一 册 中 所 研究 的 初 
等 (有 限 的 ) Fourier 级 数 引 出 了 Dirichlet 特征 ， 并 由 此 得 到 等 差 数 列 中 有 无 穷 多 
个 素数 ; X- 射 线 和 Radon 变换 出 现在 卷 工 的 许多 问题 中 ， 并 且 在 卷 亚 中 对 理解 二 维 
和 三 维 的 Besicovitch 型 集合 起 着 重要 作用 ; Fatou 定理 断言 单位 圆 盘 上 的 有 界 解 析 
函数 的 边界 值 存 在 ， 并 且 其 证 明 依 赖 于 前 三 册 书 中 所 形成 的 方法 ; 在 第 一 册 中 ，8 
函数 首次 出 现在 热 方程 的 解 中 ， 接 着 第 二 册 使 用 8 函数 找到 一 个 整数 能 表示 成 两 个 
或 四 个 数 的 平方 和 的 个 数 ， 并 且 考 虑 & 函数 的 解析 延 拓 。 

对 于 这 些 书 以 及 这 门 课程 还 有 几 句 额外 的 话 。 一 学 期 使 用 48 个 课时 ， 在 很 紧 
次 的 时 间 内 结束 这 些 课程 。 每 周 习题 具有 不 可 或 缺 的 作用 ， 因 此 ， 绕 习 和 问题 在 我 
们 的 书 中 有 同样 重要 的 作用 。 每 个 章节 后 面 都 有 一 系列 “练习 "，、， 有 些 习题 简单 ， 
而 有 些 则 可 能 需要 更 多 的 努力 才能 完成 。 为 此 ， 我 们 给 出 了 大 量 有 用 的 提示 来 帮助 
读者 完成 大 多 数 的 习题 。 此 外 ， 也 有 许多 更 复杂 和 富 于 挑战 的 “问题 ”， 特 别 是 用 
星 号 * 标 记 的 问题 是 最 难 的 或 者 超出 了 正文 的 内 容 范 围 。 

尽管 不 同 的 卷 之 间 存 在 大 量 的 联系 ， 但 是 我 们 还 是 提供 了 足够 的 重复 内 容 ， 以 
便 只 需要 前 三 本 书 的 极 少 的 预备 知识 : 只 需要 熟悉 分 析 学 中 初等 知识 ， 例 如 极限 、 
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级 数 、 可 微 函 数 和 Riemann 积分 ， 还 需要 一 些 有 关 线 性 代数 的 知识 。 这 使 得 对 不 同 
学 科 (如 数学 、 物 理 、 工 程 和 金融 ) 感 兴趣 的 本 科 生 和 研究 生 都 易于 理解 这 套 书 。 

我 们 怀 着 无 比 喜 悦 的 心情 对 所 有 帮助 本 套 书 出 版 的 人 员 表 示 感 激 。 我 们 特别 感 
谢 参 与 这 四 门 课程 的 学 生 。 他 们 持续 的 兴趣 、 热 情 和 奉献 精神 所 带 来 的 鼓励 促使 我 
们 有 可 能 完成 这 项 工作 。 我 们 也 要 感谢 Adrian Banner 和 José Luis Rodrigo， 因 为 他 
们 在 讲授 这 套 书 时 给 予 了 特殊 帮助 并 且 努 力 查看 每 个 班级 的 学 生 的 学 习 情 况 。 此 
外 ，Adrian Banner 也 对 正文 提出 了 宝 贯 的 建议 。 

我 们 还 和 希望 特别 感谢 以 下 几 个 人 : Charles Fefferman， 他 讲授 第 一 周 的 课程 
(成 功 地 开启 了 这 项 工作 的 大 门 ); Paul Hagelstein， 他 除了 阅读 一 门 课程 的 部 分 手 
稿 ， 还 接管 了 本 套 书 的 第 二 轮 的 教学 工作 ; Daniel Levine， 他 在 校对 过 程 中 提供 了 
有 价值 的 帮助 。 最 后 ， 我 们 同样 感谢 Gerree Pecht， 因 为 她 很 熟练 地 进行 排版 并 且 
花 了 时 间 和 精力 为 这 些 课程 做 准备 工作 ， 诸 如 幻灯 片 、 笔 记 和 手稿 。 

我 们 也 感谢 普林斯顿 大 学 的 250 周年 纪念 基金 和 美国 国家 科学 基金 会 的 VI- 
CRE 项 目的 资金 支持 。 


伊 莱 亚 斯 M. 斯 坦 恩 
拉 米 . 沙 卡 什 
于 普林斯顿 
2002 年 8 月 


在 实 分 析 这 卷 中 ， 我 们 建立 了 关于 测度 论 与 积分 的 基本 事实 ， 这 使 我 们 重新 审 
视 和 进一步 发 展 前 面 几 卷 的 几 个 重要 的 主题 ， 进 而 介绍 了 分 析 学 的 一 些 相当 引 人 入 
胜 的 其 他 分 支 。 为 了 帮 有 兴趣 的 读者 ， 书 中 还 附 有 包含 更 前 沿 的 材料 ， 以 星 号 * 标 
注 这 些 内 容 在 第 一 次 读 的 时 候 可 以 略 去 。 
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1870 年 分 析 学 概念 框架 的 革命 性 变革 开始 成 型 ， 这 最 终 导 致 了 对 那些 诸如 消 
数 等 的 基本 对 象 ， 以 及 对 诸如 连续 性 、 可 微 性 和 可 积 性 的 那些 概念 的 理解 的 重大 变 
革 和 推广 

里 先 的 观点 认为 分 析 学 中 的 相关 晴 数 由 公式 或 其 他 “解析 ”表达 式 给 出 ， 这 
些 子 数 具 有 连续 性 (或 接近 于 连续 )， 并且 在 大 多 数 点 有 导数 ， 此 外 它们 用 被 接受 
的 积分 方法 可 积 。 所 有 这 些 思想 开始 让 位 于 这 个 学 科 所 产生 的 多 个 例子 与 问题 的 重 
压 之 下 ， 这些 例子 与 问题 不 容 忽 视 且 理解 它们 需要 有 新 的 概念 。 与 这 些 发 展 相 平行 
的 是 更 几何 化 的 或 更 抽象 的 ， 从 而 新 的 认识 立即 产生 了 : 更 为 清晰 地 了 解 曲 线 的 性 
质 ， 它 们 的 可 求 长 性 与 延 拓 ; 始 于 直线 、 平 面 的 子 集 等 ， 以 及 赋予 每 个 子 集 的 测度 
的 集合 论 的 兴起 

这 并 不 是 说 这 些 进展 所 要 求 的 观念 的 改变 没有 受到 相当 的 抵制 。 矛 盾 的 是 ,一 
些 那 个 时 代 的 领袖 数学 家 ， 即 那些 最 有 可 能 理解 新 的 方法 与 理念 的 人 却 是 最 持 怀疑 
态度 的 。 到 现在 许多 问题 被 解决 了 , 我 们 才 知 道 新 思想 最 终 胜出 了 。 我 们 将 在 这 里 
从 某 种 程度 上 来 说 不 严格 地 描述 几 个 最 有 意义 的 问题 。 


1 傅 里 时 级 数 : 完备 化 


只 要 了 是 | -n,nT] 上 的 [和 歼 曼 (Riemann)] 可 积 图 数 ， 就 能 定义 它 的 傅 里 叶 
(Fourier) 级 数 为 f ~ Sa ee, 这 里 


C， = 二 | Nmie dy, i 
日 有 帕 塞 瓦 (Parseval) 等 式 
天 之 a -| [f(x)| “dx 9 


然而 当 限 制 在 黎 曼 可 积 函 数 时 以 上 的 函数 与 它们 的 傅 里 叶 系 数 之 间 的 关系 不 是 


人 
2 《4 


AS 


ele 
ml 


完全 对 应 的 。 因 此 ， 夺 我 们 考虑 具有 平方 汇 数 的 这 样 的 函数 所 构成 空间 R， 以 太平 
方 范 数 的 空间 7 了 (ZZ) ， 对 R 中 的 每 个 元 素 f 赋 予 广 (Z) 的 一 个 对 应 元 素 1a,| ， 两 
个 范 数 是 相同 的 。 然 而 ， 容 易 构 造 出 广 (Z) 的 元 素 存 R 中 没有 对 应 的 函数 ”。 注 意 
到 空间 广 (Z) 是 完备 的 ， 而 R 不 是 。 因 此 我 们 有 如 下 两 个 问题 : 

( i ) 当 我 们 完备 化 R 时 ， 这些 假定 存在 的 “函数 ”/ 是 什么 ” 换 句 话说 : 给 
定 任意 序列 |a,| e(Z) 对 应 于 这 些 系数 的 (假定 的 ) 函数 了 的 性 质 是 什么 ? 

( 卫 ) 如何 对 这 样 的 函数 1 积分 (特别 地 ， 如 何 证 明 式 (1))? 

2 连续 函数 的 极限 

假定 1f,1 是 [0,1] 上 的 连续 函数 列 。 假 设 对 每 个 ,limf,(*) 三 作 *) 征 在 ， 日 探 
求 极限 也 数 的 性 质 ， 

和 若 我 们 假定 收敛 是 一 致 的 ， 则 显然 处 处 连 续 。 然 而 一 旦 去 挥 一 致 收 钱 的 假 
设 ， 事 情 可 能 就 会 急剧 变化 且 一 些 十 分 微妙 的 问题 就 产生 了 。 人 们 可 以 构造 一 个 连 
续 函 数 序列 | 广 } 处 处 收 和 化 于 和 使 得 

(a) 对 所 有 * , 0 过 广 (z) 过 1 

(b) 当 n 一 w 时 ,序列 了 (x) 单调 递减 。 

(c) 极限 函数 让 不 是 黎 曼 可 积 的 。 

] 
然而 ,根据 (a) 和 〈b) ， 序 列 | (x)ds 收敛 于 一 个 极限 。 那 么 人 们 自然 要 
问 : 使 用 何 种 积分 能 够 使 得 对 /积分 后 得 到 
] 1 
| Ka)ds 一 lim | f(x) ds 7 
0 n—% J0 | 

使 用 勒 贝 格 (Lebesgue) 积分 我 们 能 够 解决 这 个 问题 以 及 前 一 个 问题 。 

3 曲线 的 长 度 

当 人 们 学 习 微 积分 时 ， 首 先 要 处 理 的 问题 是 平面 上 曲线 的 长 度 的 计算 。 假 定 我 
们 考虑 平面 上 的 一 条 连续 曲线 厂 ， 该 曲线 由 参数 形式 厂 二 (x(1),y(1)), a 硅 t 硅 b 
给 出 ， 其 中 x 和 yy 是 1 的 连续 函数 。 按 通常 的 方法 定义 古 的 长 度 : 按 1 递 增 的 顺 友 
依次 连接 厂 上 有 限 多 个 点 的 折线 长 度 的 上 确 界 。 关 曲线 丁 的 长 度 工 有 限 ， 则 称 该 
曲线 为 可 求 长 的 。 当 x(1) 和 y(1) 连 续 可 微 时 ,我们 有 熟知 的 公式 

b 
5 一 | (2 调 Co ye (和 
当 我 们 考虑 一 般 的 曲线 时 ， 问 题 就 产生 了 。 更 具体 地 ， 我 们 有 以 下 问题 : 
GG “我们 用 书 工 第 3 章 的 记号 。 


见 书 工 第 3 章 的 第 1 节 围绕 定理 1.1 的 讨论 。 
极限 f 可 能 高 度 不 连续 例如 ， 见 第 1 章 习 题 10。 


5 测度 问题 


( 1) 为 保证 六 的 可 求 长 对 图 数 xi 和 7 必须 施加 什么 条 件 ? 

(让) 当 这 些 条 件 满足 时 ， 式 (2) 是 否 成 立 ? 

第 一 个 问题 用 “有 界 变 差 ” 晴 数 的 概念 可 以 完全 回答 。 关 于 第 二 个 问题 ， 当 x 
和 YY 都 是 有 界 变 差 国 数 ， 积 分 式 (2) 总 是 有 意义 的 ; 然而 ， 在 一 般 情形 下 等 式 不 
成 立 。 但 适当 地 重新 参数 化 曲线 太 可 以 重新 建立 该 等 式 。 

进一步 的 问题 产生 了 。 对 于 可 求 长 曲线 ， 因 为 它们 被 赋予 长 度 ， 本质 上 是 一 维 
的 ， 是 否 有 二 维 的 (不 可 求 长 ) 曲线 ?我 们 将 看 到 确实 存在 填 满 正方 形 的 平面 连 
续 曲 线 。 更 一 般 的 ， 阁 适当 地 定义 分 数 维 数 的 概念 ， 则 我 们 有 一 维 到 二 维 之 间 的 任 
何 维 数 的 曲线 


4 微分 与 积分 


“ 微 积分 学 的 基本 和 定理 ”表明 了 微分 和 积分 是 互 逆 运算 这 一 事实 。 它 可 用 两 种 
方式 儿 述 。. 我们 简 述 如 下 : 


h 
成交 = Flay 一 | Fr(x)dx, (3) 
(本 和 
| A) f(x). (4) 


对 于 第 一 个 断言 ， 存 在 无 处 可 微 的 连续 函数 户 , 或 者 对 每 个 x，F"'(x) 存 在 ， 
但 大 不 可 积 ， 导 致 了 找到 屎 所 属 的 广泛 的 因数 类 使 得 式 (3) 正确 的 问题 。 关 于 式 
(4)， 问 题 是 如 何 适 当地 对 产生 于 以 上 考虑 的 前 两 个 问题 的 解 的 可 积 函 数 所 成 的 
广泛 类 和 投 述 与 建立 这 个 断言 。 这 些 问题 在 借助 于 某 些 “和 窗 盖 ”论证 以 及 绝对 连续 
的 概念 后 可 获得 解答 ， 


$5 测度 问题 


为 使 得 事情 更 为 明度， 也 为 了 尽量 回答 以 上 所 有 的 问题 ， 就 必须 理解 一 个 基本 
问题 ， 即 测度 问题 。 这 个 问题 的 二 维 情形 可 (不 太 严 格 地 ) 叙述 如 下 : 赋予 R 的 
每 个 子 集 一 个 二 维 测度 ma (无 ) ， 即 它 的 “面积 ”， 推 广 定义 在 基本 集 上 的 标准 概 
念 。 让 我 们 在 一 维 情 形 更 为 准确 地 叙述 类 似 的 问题 ,构造 一 维 测 度 郊 | 二 灭 ， 将 及 
中 长 度 的 概念 推广 。 

我 们 寻找 定义 在 R 上 的 子 集 所 成 的 族 的 非 负 函数 mw， 并 允许 这 个 函数 取 扩 
充值 ， 即 取 到 + w 值 。 我 们 楼 求 . 

(a) 将 忆 是 长 度 为 b=a 的 区 间 [a,b]， 则 m(E)=b-a; 


(b) 只 要 E=UE, 且 集 合 6, 不 相交 , 就 有 m(E)= 二 >》 m(E,)。 


n= 1 


条 件 (b) 是 测度 m 的 “可 数 可 加 性 ”。 它 缠 合 特殊 情形 : 


J 
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(b' ) 着 El 和 Es 不 相交 , 则 m(EUE,)=m(E,) +m(bE,). 

然而 ， 为 运用 在 理论 中 产生 的 许多 极限 论证 ,一般 情形 (b) 是 不 可 或 缺 的 ， 
仅 有 (b') 本 和 喘 肯 定 是 不 够 的 。 

为 使 (a) 和 (b) 公理 化 ， 人 们 增加 了 m 的 平移 不 变性 ， 即 

(cc) 对 每 个 heR,m(E+h) 二 m(E)。 

该 理论 的 一 个 基本 结果 是 ， 当 人 们 限定 在 考虑 一 类 “可 测 ” 的 合理 的 集合 时 ， 
这 个 集合 类 在 可 数 并 、 交 和 补 运算 下 封闭 且 包 含 开 集 、 闭 集 等 时 ， 这 样 的 测度 是 存 
在 且 唯 一 的 ， 它 就 是 勒 贝 格 测 度 。 , 

有 了 这 个 测度 的 构造 我 们 就 可 以 开始 继续 研究。 上 自 此 积分 的 一 般 理 论 相 继 产 
生 ， 特 别 地 ， 以 上 讨论 的 问题 就 得 到 了 解决 。 

年 表 

我 们 列 出 这 一 学 科 早 期 发 展 中 的 一 些 标志 性 事件 以 结束 引言 部 分 

1872， 魏 尔 斯 特 拉 斯 〈Weierstrass) 关于 无 处 可 微 消 数 的 构造 ， 

1881 ， 和 看 尔 当 (Jordan) 引入 有 界 变 差 轴 数 且 在 稍 后 1887 年 给 出 与 可 求 长 性 
的 联系 。 

1883 ， 康 托 尔 (Cantor) 提出 三 分 集 

1890 ， 佩 亚 诺 (Peano) 关于 填 满 空间 的 曲线 的 构造 

1898 ， 博 雷 尔 (Borel) 提出 可 测 集 。 

1902， 勒 贝 格 的 测度 与 积分 理论 。 

1905 ，Vitali 的 不 可 测 集 的 构造 。 

1906 ， 法 图 (Fatou) 将 勒 贝 格 理论 应 用 于 复 分 析 。 


四 由 于 不 可 测 集 的 存在 性 ， 故 不 存在 定义 在 所 有 子 集 形成 的 集 类 上 的 这 翌 的 测度 。 不 可 测 集 的 构造 见 


第 1 章 第 3 节 的 末尾 . 
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对 那些 根据 先前 的 思想 可 以 定义 站 
’ 测度 的 集合 我 们 称 之 为 可 测 集 ; 我 们 人 
”这 样 做 并 不 意味 着 不 可 能 对 其 他 集合 四 
赋 子 一 个 测度 。 人 
, E. Borel, 1898 从 


“ie 加 
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本 章 的 内 容 是 关于 R“ 中 的 勒 贝 格 测度 的 构造 以 及 相应 可 测 函 数 类 的 研究 。 在 
给 出 一 些 预备 知识 之 后 我 们 转向 第 一 个 重要 定义 ，R" 的 任意 子 集 的 外 测度 。 这 
通过 荐 盖 巨 的 方 体 的 通 近 给 出 。 有 了 这 一 概念 我 们 就 能 够 定义 可 测 性 ， 且 能 够 将 
所 研究 的 范围 限定 在 那些 可 测 的 集合 上 。 接 着 我 们 得 到 基本 结果 : 可 测 集 复 对 补 和 
可 数 并 运算 是 封 财 的 ， 并 且 奋 并 中 的 子 集 是 不 相交 的 ， 则 测度 是 可 加 的 。 

可 测 函 数 的 概念 是 伴随 可 测 集 的 思想 产生 的 。 它 与 可 测 集 的 关系 如 同 连 续 阮 数 
配 开 《或 财 ) 集 的 关系 一 样 。 但 它 有 一 个 重要 的 优越 性 ， 即 可 测 浮 数 类 在 逐 点 极 
限 下 是 封闭 的 。 


1 预备 知识 


我 们 首先 讨论 一 些 基本 概念 ,这些 概念 是 下 面 建 立 的 理论 的 基础 。 

计算 R” 的 一 个 子 集 的 “体积 ”或 “测度 ”的 主要 思想 是 用 其 他 的 形状 简单 且 
体积 已 知 的 并 集 通 近 该 集 。 当 指 的 是 R” 中 的 集合 时 也 可 说 成 “体积 ”是 方便 的 。 
但 实际 上 在 4 二 2 的 情形 指 的 是 “面积 ”而 d=1 的 情形 指 的 是 “长 度 " 。 在 这 里 ， 
我 们 使 用 和 矩形 或 方 体 作为 该 理论 的 基石 : 在 R 上 我 们 用 区 间 ， 在 R” 上 取 区 间 的 乘 
积 。 所 有 维 数 的 和 矩形 容易 处 理 且 用 所 有 边 长 的 乘积 给 出 标准 的 体积 的 概念 。 

接着 我 们 证 明 两 个 突出 这 些 和 矩形 在 开 集 的 几何 性 质 的 研究 中 的 重要 性 的 简单 定 
理 : 在 R 上 每 个 开 集 是 可 数 个 不 相交 开 区 间 的 并 ,在 R*” 上 ,4d 三 2, 每 个 开 集 是 
“几乎 ”不 相交 的 闭 方 体 的 并 ， 即 这 些 方 体 只 有 边界 可 以 重 芭 。 这 两 个 定理 引发 了 
稍 后 给 出 的 外 测度 的 定义 。 

我 们 采用 以 下 标准 记号 。 点 xe R” 由 d 元 实数 组 构成 

= WP Ny RE) ER sl, 2 ds 

点 的 相 加 是 分 量 式 的 ， 数 乘 也 如 此 。x 的 范 数 记 为 |x | ， 它 有 如 下 的 标准 欧 氏 范 数 


Shy 
6 1 


bls 
eA 
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| 天 | 三 [现下 二 二 大) 
两 点 x 和 y 之 间 的 距离 因此 可 简单 记 为 |x-y|。 
R” 中 的 集合 的 补 集 记 为 8" ， 它 定义 为 
| 
若 户 和 下 是 R" 的 两 个 子 集 ， 我 们 记 在 5 中 的 补 集 为 
E-F=lIxeR".xeBpHxeFi, 
两 个 集合 和 的 距离 定义 为 
(EF)=inf|x-y|, 
其 中 下 确 界 对 所 有 xe 与 yeF 取 值 。 
开 集 、 闭 集 和 紧 集 
R” 中 的 以 x 为 中 心 、r 为 半径 的 开 球 定义 为 
B(x)=|yeR":|y-x|<r|, 


对 于 R” 的 子 集 E， 若 对 每 个 xeE 存 在 r0 使 得 B,(x)CE， 则 称 E 为 开 集 。 
根据 该 定义 ， 对 于 一 个 集合 ， 硅 它 的 补 集 是 开 集 ， 则 它 是 闭 集 . 

我 们 注意 到 任意 (不必 可 数 ) 开 集 的 并 是 开 集 。 然 而 一 般 仅 是 有 限 个 开 集 的 
交 是 开 集 。 硅 我 们 互 换 并 与 交 的 角色 ， 类 似 的 陈述 对 闭 集 类 也 成 立 ， 

对 一 个 集合 上 ， 奉 它 包含 于 某 个 半径 有 限 的 球 ， 则 称 它 有 界 。 有 界 闭 集 称 为 紧 
集 。 紧 集 具 有 Heine- Borel 覆盖 性质 ， 

.假设 也是 紧 集 ， 忆 CU 0。， 且 每 个 0。 是 开 集 ， 则 存在 有 限 多 个 开 集 ，0。， 


从 
O，,… ,0O。 使 得 ECl) QO. 。 
'/ | j=1] 1 
用 文字 叙述 为 ， 紧 集 的 任何 一 个 用 开 集 的 覆盖 包含 一 个 有 限于 履 羞 。 
5 是 一 个 集合 , 无 是 R 的 点 。 车 对 每 个 "过 0, 球 甩 (z) 和 包含 已 的 点 则 称 x 
是 五 的 极限 点 。 这 意味 着 五 中 存在 任意 靠近 yx 的 点 。 对 于 属于 五 的 点 灶 ， 若 存在 
r 这 0 使 得 B,C(x)[1E==1x} ， 则 称 x 是 的 孤立 点 。 


对 于 属于 5 的 点 x， 车 存在 1 放 0 使 得 B(x)CE， 则 称 x 是 亡 的 内 点 。 所 有 
内 点 的 集合 称 为 E 的 内 部 。E 的 闭 包 E 由 和 它 的 极限 点 组 成 。E 的 边界 ， 记 为 
9E， 是 由 在 的 闭 包 但 不 在 的 内 部 的 点 组 成 的 集合 ， 


注意 到 一 个 集合 的 闭 包 是 一 个 闭 集 ; 的 每 一 个 点 是 下 的 极限 点 ; 一 个 集合 是 
闭 集 当 且 仅 当 它 包含 它 的 所 有 极限 点 。 最 后 ， 对 于 一 个 闭 集 下， 若 它 没 有 任何 孤立 
点 ， 则 称 它 是 完美 的 。 

和 矩形 和 方 体 

R"” 中 的 一 个 〈 闭 ) 和 矩形 R 由 4 个 一 维 的 闭 有 界 区 间 的 乘积 给 出 


R=[ wy ,8 | Le sb | Ke: Karsby | 


1 预备 知识 


其 中 a; < b 是 实数 ， 于 尘 gs 
' , Ss AR i = 
换 名 话说， 我 们 有 

R (Xi ND wa 


a SY, Se b ,对 所 有 j 二 1 ,ne 
村 了 让 昌 一 主力 hs 
在 此 说 明 一 下 ,根据 定义 ， 一 个 抵 cf 


形 是 闭 的 且 边 平行 于 坐标 轴 。 在 R | 
上 ,和 窍 形 就 退化 成 了 有 界 团 区 间 ， 
而 在 R 上 它们 通常 是 矩形 。 在 R 


它们 是 闭 的 平行 六 面体 。 如 图 1 Ri 
所 示 。 我 们 说 答 形 R 的 边 长 为 b. = 图 1 Rs 中 的 矩形 , d= 二 1, 2,， 3 


db 一 ob 一 ay。 窍 形 R 的 体 
积 表 示 为 | RI ， 且 定义 为 
IR|I=(b, -al)(b, -ay)., 

当然 ， 当 d= 二 1 时 ,“ 体 积 ” 等 于 长 度 ; 当 d==2 时 , 它 等 于 面积 。 

开 和 矩形 是 开 区 间 的 乘积 ， 和 矩形 R 的 内 部 是 

(td) Ks Bb) KR ki bs)'o 

方 体 是 所 有 边 5 -a 二 6, -a = 二 … 二 by -a 的 矩形 。 因 此 , 若 QCR“ 是 一 
个 所 有 边 长 为 1 的 方 体 ， 则 10|=7。 

对 于 千 干 个 矩形 的 并 集 ， 夺 这些 和 矩形 的 内 部 不 相交 ， 则 我 们 称 这 个 并 集 为 几乎 
不 交 。 

在 本 章 中 ， 由 于 和 矩形 或 方 体 的 覆盖 扮演 了 主要 的 角色 ， 因 而 这 里 我 们 单独 给 出 
两 个 重要 引 理 。 
、 引 理 1.1 若 一 个 矩形 是 有 限 多 个 其 他 几乎 不 相交 和 矩形 的 并 ， 比 如 说 R = 
已 Re， 由 


RI= || 


证 ”我们 考虑 将 所 有 算 形 Rj ,R,,…,R、 的 边 无 限 延 拓 所 形成 的 网 格 。 这 样 
做 会 得 到 有 限 多 个 矩形， 以 及 1 到 MW 之 间 的 整数 的 一 个 分 划 ,J,,…,Jn， 使 
得 并 
灵 王 局 与 R, 一 UR, ls 


几乎 不 相交 。( 见 图 2 的 说 明 ) 


对 于 矩形 R， 我 们 看 到 | R | = 7 局 |， 这 是 由 于 这 些 网 格 实际 上 分 割 了 及 的 
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图 2 由 矩形 RE 形成 的 网 格 


边 ， 且 每 个 及 由 这 些 分 割 所 得 到 的 区 间 的 乘积 组 成 。 因 此 当 把 这 些 尼 的 体积 相 加 
时 ， 我 们 实际 上 是 对 由 此 产生 的 区 间 的 长 度 的 乘积 求 和 。 由 于 这 对 其 他 矩形 R,， 
R,,…,R 也 成 立 ， 我 们 得 出 


将 以 上 论证 稍 做 修正 就 可 得 到 下 面 的 结 来 : 


V 
引 理 1.2 右 R,RI i yo sy 是 矩形 ， 是 RCU R,,， 则 


~ 
IRI<Y», | Ri | 0 
«=| 


主要 思想 取 延 拓 RR,Ri ,R,,… ,Rw 这 些 和 矩形 的 边 所 形成 的 网 格 ， 且 注意 到 对 应 于 几 
(以 上 证 明 中 的 ) 的 集合 不 再 需要 不 相交 。 

我 们 现在 用 方 体 来 给 出 开 集 结构 的 一 个 描述 。 我 们 从 R 的 情形 开始 

定理 1.3 R 的 每 个 开 子 集 0 可 唯一 地 写 为 可 数 个 不 相交 的 开 区 间 的 并 。 

证 ”对 每 个 x*e0, 邻 7 表示 包含 x 且 包 含 于 0 的 最 大 开 区 间 。 更 确切 地 ， 由 
于 0 是 开 的 ,x 包含 在 某 个 ( 非 平凡 的 ) 小 区 间 内 ， 所 以 车 

a, =infla<xi(a,x)C OISb,=supib > xr:;(x,b)C 01, 
那么 我 们 必须 有 a, 二 x 二 6b,(a, 和 六 可 能 是 无 穷 值 ) 。 现 在 奉令 了 = 二 (a,,b,)， 则 
根据 构造 我 们 有 xe7, 有 目 71, CC 0。 因此 
0 = Uy 区 

现在 假定 区 间 7 与 1, 相交 ， 则 它们 的 并 (也 是 一 个 开 区 间 ) 包含 于 0 上 且 包 含 x 
由 于 7 是 最 大 的 ,我 们 必须 有 (1 U1)C 71， 类 似 地 ，(L, UT)C17。 这 当 上 且 仅 
当 了 7 二 了 成立; 因此 集 簇 1 二 |7,| .vp 里 的 任何 两 个 不 同 的 区 间 必 须 不 相交 。 一 旦 
我 们 能 证 明 集 艇 1 里 仅 有 可 数 多 个 不 同 区 间 ， 我们 就 完成 了 该 定理 的 证 明 。 然 而 ， 


1 预备 知识 


容易 看 到 每 个 开 区 间 1, 都 包含 一 个 有 理 数 。 由 于 不 同 区 间 不 相交 ， 它 们 必须 包含 
不 同 的 有 理 数 ， 因 此 7 了 是 可 数 的 ， 这 就 是 我 们 要 的 结论 。 


自然 地 ， 若 0 是 开 的 且 0 一 UU 万 ， 甚 中 万 是 不 相交 的 开 区 间 ，0 的 测度 应 该 是 
人 


y | | 。 由 于 该 表示 唯一 ， 我 们 可 以 将 此 作为 测度 的 定义 ; 注意 到 只 要 0， 和 0， 


/=1 
是 开 的 上 且 不 相交 ， 写 们 的 并 的 测度 是 它们 测度 的 和 。 虽 然 这 给 出 了 开 集 的 测度 的 
目 然 概念 ， 但 还 是 不 清楚 如 何 将 其 推广 到 及 中 的 其 他 集合 。 不 仅 如 此 ， 即 使 将 
定义 开 集 的 测度 方法 类 似 地 推广 到 高 维 情形 中 去 ， 也 会 遇 到 很 复杂 的 情况 ， 这 是 
由 于 在 这 个 背景 下 直接 类 推定 理 1. 3 是 不 正确 的 〈 见 习题 12) 。 然 而 ， 有 一 个 替 


代 性 的 结果 。 
定理 1.4 R",d 三 1， 的 每 个 开 子 集 0 可 唯一 地 写 为 可 数 个 几乎 不 相交 的 闭 方 
体 的 并 ， 


证 我 们 必须 构造 内 部 不 相交 闭 方 休 的 可 数 集 包 Q 使 得 0 二 LU @， 


第 一 步 ， 考 虑 R” 中 的 由 边 长 为 1 的 其 顶点 具有 整数 坐标 的 闭 方 体 所 形成 的 网 
格 。 换 句 话 说 ,我 们 考虑 平行 于 坐标 轴 的 直线 的 自然 网 格 ， 即 网 格 由 格 Z“ 生成 。 
我 们 将 用 到 边 长 为 2 的 方 体 所 形成 的 网 格 。 这 些 网 格 通过 接连 地 二 分 初始 网 格 
得 到 。 

我 们 根据 以 下 规则 考虑 接受 或 拒绝 初始 网 格 的 方 体 作 为 8 的 一 部 分 : 若 0 完 
全 包含 于 0O， 则 我 们 接受 0; 奋 Q@ 与 0 和 0 都 相交 ， 则 我 们 暂时 接受 它 ,， 若 0 完 
全 包含 于 0"， 则 我 们 拒绝 它 。 

第 二 步 ， 我 们 将 先前 暂时 接受 的 方 体 二 分 为 边 长 为 1/2 的 2” 个 方 体 。 我 们 接 
者 重复 程序 ， 在 这 些 较 小 的 方 体 中 我 们 接受 那些 完全 包含 在 0 的 方 体 ， 暂 时 接受 
与 0 和 0" 都 相交 的 方 体 ， 拒绝 完全 包含 于 0" 的 方 体 。 图 3 对 了 R- 的 开 集 说 明了 这 
些 步 又 ， 


步骤 2 


图 3 分 解 0 为 几乎 不 相交 的 方 体 
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该 过 程 无 限 重复 下 去 (根据 构造 ) 那么 得 到 的 @ 中 的 所 有 接受 的 方 体 是 可 数 
多 个 且 由 几乎 不 相交 的 方 体 组 成 。 为 看 到 它们 的 并 为 什么 是 0, 我 们 注意 到 给 定 
xe0 存在 边 长 为 2 的 包含 * 方 体 (由 原始 网 格 的 继续 二 分 得 到 ) 完全 包含 于 0。 
或 者 该 方 体 被 接受 或 者 包含 于 先前 被 接受 的 方 体 ,这 表明 了 @ 中 的 所 有 方 体 覆 


芒 0。 


再 者 ,车 0 一 UU Rj， 其 中 矩形 RR 几乎 不 相交 ， 赋 予 测度 于 | RR| 是 合理 的 。 这 
j= j= 


是 自然 的 ， 因 为 每 个 矩形 的 边界 的 体积 应 该 为 0。 然而 分 解 不 唯一 ， 且 不 能 马上 看 
出 和 式 与 分 解 方式 无 关 ， 因 此 在 R” 中 ， 其 中 dd 三 2， 即 使 对 开 集 来 说 ， 体 积 或 面 
积 的 概念 也 是 更 加 微妙 。 

下 一 节 建立 的 一 般 理论 实际 上 是 一 个 与 先前 两 个 定理 中 开 集 分 解 的 概念 一 致 的 
体积 概念 ， 且 适用 于 任何 维 数 。 在 这 之 前 ， 我 们 讨论 R 中 的 一 个 重要 例子 。 

康 托 尔 集 

康 托 尔 集 在 集合 论 以 及 一 般 的 分 析 学 。 
中 扮演 着 重要 的 角色 。 它 和 它 的 多 种 变 体 Co 
是 许多 带 有 启发 性 例子 的 丰富 源泉 。 

我 们 从 单位 闭 区 间 Cu ==[0,1] 开始 。 。 
今 Ci 为 从 [0,1] 去 掉 中 间 三 分 之 一 的 开 一 一 一 一 一 一 


区 间 余下 的 部 分 ， 即 | - ww | 
Go=10, L223 4] 
接着 ,我 们 对 C 的 每 个 子 区 间 重 复 人 yr 
该 过 程 ， 即 去 掉 中 间 三 分 之 一 的 开 区 间 。 ”“" 人 a 
在 第 二 阶段 得 到 
Cc;=[0,1791UL279,1731U | 
[2/3,7/9]UL8/9,1]。 图 4 康 托 尔 集 的 构造 


我 们 对 C; 的 每 个 子 区 间 重 复 该 过 程 ， 
就 会 得 到 如 图 4 所 示 的 结果 
这 个 程序 得 到 一 个 紧 集 序列 Ci ,k= 二 0,1,2,…， 它 满足 
Co OT Co NO ORs 
康 托 尔 集 C 定义 为 所 有 Ci 的 交 : 
Gi Ca 


k=0 
由 于 Ci( 所 有 上) 所 有 区 间 的 端点 属于 集合 C， 故 C 非 空 。 
尽管 构造 很 简单 ， 康 托 尔 集 具 有 许多 有 趣 的 拓扑 和 分 析 的 性 质 。 例 如 ，C 是 闭 
集 且 有 界 ， 因 此 是 案 集 。 它 也 是 完全 不 连通 的 ; 对 任意 给 定 的 x,ye C， 存在 zgC 
沙 在 * 与 7 之 间 。 最 后 ， 由 于 它 没有 孤立 点 ， 因 而 是 完美 的 (见习 题 1 ) 。 


2 外 测度 


接着 ， 我们 将 注意 力 转 向 确定 C 的“ 尺寸"。 这 是 一 个 微妙 的 问题 ， 人 们 可 以 
从 不 同 的 角度 得 到 不 同 的 答案 ， 这 依赖 于 我 们 采用 的 尺寸 的 概念 。 例 如 ， 用 基数 衡 
量 康 托 尔 集 是 相当 大 的 ， 即 它 是 不 可 数 的 。 由 于 它 可 被 映射 成 [0,1 | 区间 ， 故 康 托 
尔 集 具有 连续 统 的 基数 (见习 题 2) 。 

然而 ， 从 “长 度 ” 的 观点 来 看 C 的 尺寸 是 小 的 。 粗 略 地 说 ， 康 托 尔 集 的 长 度 
是 去 ， 这 可 由 下 面 的 直观 性 论证 得 到 ; 集合 C 被 长 度 趋向 零 的 集合 Ci 覆盖 。 
确 ，C 是 2 个 长 度 等 于 3 一 的 不 相交 区 间 的 并 ， 使 得 Ci 的 全 部 长 度 等 于 (2/3) 。 
但 对 所 有 大 ， 有 CC Cr， 且 当 上 大 趋向 无 穷 时 ，(2/3) 一 0。 我 们 在 下 一 节 定 义 测度 
的 概念 并 使 这 个 论证 严格 。 


2 外 测度 


外 测度 是 建立 测度 论 所 需要 的 两 个 重要 概念 之 一 。 我 们 从 外 测度 的 定义 和 基本 
性 质 开 始 进 行 介绍 。 大 致 说 来 ， 外 测度 赋予 R” 的 任何 一 个 子 集 一 个 尺寸 的 概念 ; 
很 多 例子 表明 这 个 概念 与 我 们 早期 的 直观 想法 相 一 致 。 然 而 ， 当 取 不 相交 集 的 并 
时 ， 外 测度 缺乏 我 们 想 要 的 性 质 可 加 性 。 我 们 在 下 一 节 弥 补 这 个 缺 隐 ， 在 那里 
我 们 仔细 探讨 测度 论 的 另 一 个 关键 概念 ， 即 可 测 集 的 概念 。 

外 测度 如 同 它 的 名 字 所 显示 的 ， 试 图 从 外 部 逼近 来 描述 集合 的 体积 。 集 合 E 
被 方 体 窗 盖 ， 且 大 这 个 覆盖 变 得 精细 ， 方 体重 从 的 更 少 ， 则 E 的 体积 应 该 接近 于 
这 些 方 体 的 体积 之 和 ， 

以 下 给 出 了 精确 定义 : 车 E 是 R“ 的 任何 子 集 , EE 的 外 测度 是 


miAE)=infy |Q;|, (1) 
| 


共 中 下 确 界 对 所 有 六 盖 E CU Qi 的 可 数 个 闭 方 体 取 值 。 外 测度 总 是 非 负 的 但 可 以 
取 无 穷 ， 所 以 一 般 我 们 有 0 三 m。(E) 三 w ， 因 此 可 在 扩充 的 正 数 里 取 值 。 

我 们 对 由 式 (1) 给 出 的 外 测度 的 定义 做 一 些 预备 性 说 明 。 

( i ) 重要 的 是 注意 到 在 m。() 的 定义 中 仅 允许 有 限 和 是 不 够 的 。 车 人 们 仅 
用 有 限 个 方 体 的 并 集 获 盖 所 得 到 的 量 一 般 比 m。(E) 大 (见习 题 14)。 

( 证 ) 然而 ， 人 们 用 和 矩形 或 球 的 覆盖 代替 方 体 ， 可 以 十 分 直接 地 看 到 前 者 得 到 
相同 的 外 测度 。( 见习 题 15) 而 与 后 者 的 等 价 性 更 为 微妙 〈 见 第 3 章 的 习题 26)。 

我 们 提供 一 些 可 计算 外 测度 的 例子 来 开始 对 这 个 新 概念 的 研究 ， 且 我 们 检验 了 
外 测度 与 我 们 关于 体积 的 直观 思想 相 吻 合 (一 维 中 的 长 度 ,， 二 维 中 的 面积 ， 
等 等 ) 。 

例 1 单 点 的 外 测度 是 零 。 一 旦 我 们 观察 到 一 个 点 是 体积 为 零 的 方 体 ， 它 覆盖 


| 一些 作 者 使 用 术语 外 层 测 度 而 非 外 (部 ) 测度 


RAT 
» 11 
3 


i 四 
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自身 就 是 显然 的 。 当 然 空 集 的 外 测度 也 是 零 。 
例 2 闭 方 体 的 外 测度 等 于 它 的 体积 。 的 确 ， 假 定 0 是 R” 中 的 一 个 财 方 体 ， 
自 于 昼 覆盖 自身 ， 我 们 必须 有 mn,( 0) 过 10| 。 因 此 ， 仅 需 证 明 相 反 的 不 等 式 。 


我 们 考虑 任意 方 体 的 槛 盖 0 CU 0,， 且 注意 到 仅 需 证 明 


lol<> 10Q|. (2) 
j=] 
对 一 个 固定 的 > 0, 我们 对 每 个 j 选取 包含 0, 的 开 方 体 5， 使 得 | 5, | 过 (1+e) 
| @; | 。 从 紧 集 0 的 开 闭 盖 届 5)， 我 们 可 以 选取 一 个 有 限 子 覆盖 ， 在 重新 标记 这 些 
蚌 形 后 ， 我 们 可 以 写 为 6 CU 5)。 取 方 体 5; 的 闭 包 ， 我 们 运用 引 理 1.2 得 出 
N 
10|l< > 15;|。 因 此 
j=1 


|Q lu 本 [|@I 和 CEL+E) > |Q|。 
J=| ) = 三 | 


由 于 & 是 任意 的 ， 我们 发 现 不 等 式 (2) 成 立 ; 因此 10 | 三 m, (0)， 这 就 是 
要 证 的 结论 。 

例 3 车 0 是 一 个 开 方 体 ， et{ 的 一 | | 渤 一 傅 征 渭 汽 启 站 将 于 必 补 岂 
的 闭 包 0 覆盖 ,， 且 |10|==|10|, 我 们 立刻 看 到 mm. (0) 三 10|。 为 证 明 相反 的 不 
等 式 ， 我 们 注意 到 若 0。 是 一 个 包含 于 0 的 闭 方 体 ， 则 mw。 (00) 三 m, (0)， 由 于 
任何 覆盖 8 的 可 数 个 闭 方 体 也 是 06 的 一 个 覆盖 ( 见 下 面 的 观察 1) 。 因 此 | ou | 瓜 
m,(O)， 且 由 于 我 们 可 以 选取 0u 使 得 它 的 体积 尽 可 能 地 接近 | 0|， 故 必须 有 
0 和 (Q)。 

例 4 矩形 民 的 外 测度 等 于 它 的 体积 ， 的 确 , 在 例 2 的 论证 中 ,我 们 看 到 
1R| 志 mm. (R)。 为 证 明 相 反 的 不 等 式 ， 考 虑 由 边 长 为 1 人 的 方 体形 成 的 R” 的 网 
格 。 若 Q@ 由 所 有 完全 包含 于 RR 的 (有限 个 ) 方 体 组 成 ， 且 Q@' 由 所 有 与 的 补 相交 
的 (有 限 个 ) 方 体 组 成 ， 则 我 们 首先 注意 到 RCU, .ouo') Q。 通 过 简单 的 论证 就 
可 得 到 


> 10|<IR 


Qea 
此 外 ， 有 0(k*-!) 个 方 体 2 在 Q' 内 ， 这 些 方 体 的 体积 为 有 -下 "， 因而 之 0eo0， 
101=O(1A)。 因 此 


I@0| <|R|+ O00), 


QelQUQ') 


”我 们 提醒 读者 记号 J(x) 二 0(g(x) ) 意 味 着 对 某 个 常数 C 和 给 定 范围 内 的 所 有 *, 都 有 |J(x)| 近 (人 
[g(x)| 。 在 这 个 特别 的 例子 ， 当 kw 时 ， 在 问题 中 仅 有 少 于 Ck 个 ! 个 方 体 。 


2 外 测度 


令 三 趋向 无 穷 得 到 我 们 所 需要 的 m, (R) 志 |R|。 

例 S R epi 这 可 从 R" 的 覆盖 也 是 任何 方 体 0CR" 的 一 个 
徐 盖 ， 因 此 上 10] 三 m,(R") 这 一 事实 得 出 。 由 于 0 可 以 有 任意 大 的 体积 ,我们 必 
有 顷 有 mm， ee 

例 6 康 托 尔 集 的 外 测 i 由 C 的 构造 ,我 们 知道 CC C,， 这 里 每 个 i 
C, 是 2 个 不 相交 闭 区 间 的 并 集 ， 每 个 长 度 为 3 一 ， 所 以 ， 对 所 有 上 ,到 (C) 私 4 13 
(2 国 此 击 , Cy 二 0 

外 测度 的 性 质 

先前 的 例子 和 评注 提供 了 在 外 测度 定义 下 的 一 些 直 观 认 识 。 这 里 ,我们 转向 对 
m 的 深入 研究 并 且 证 明 以 后 要 用 到 的 外 测度 的 五 个 性 质 

肖 先 ， 我们 从 mm, 的 定义 立即 可 得 下 面 的 注 记 : 


。 对 每 个 > 0， 存 在 复 盖 CU 0) 满足 


区 m,( Qj) < m b+e. 


j=1 

外 测度 的 相关 性 质 通 过 一 系列 的 观察 罗列 如 下 。 

观察 1 (单调 性 ) 大 Ei CE, 则 m, (Ei) 夺 m, (bE;). 

一 旦 我 们 观察 到 任何 窗 关 ,的 可 数 个 方 体 马 也 者 盖 EE ， 单调 性 立刻 得 出 。 
特别 地 ， 单 调 性 意味 着 R" 的 每 个 有 界 子 集 具 有 有 限 的 外 测度 。 


观察 2 《可 数 次 可 加 性 ) 车 = 局， 见 
m,(Ek)< Tn. (bk: "pe 
首先 ， 我 们 可 以 假设 每 个 m， (Bj , 否则 不 等 式 显然 成 立 。 对 任意 e 二 0， 
由 外 测度 的 定义 得 到 对 每 个 有 闭 方 体 覆 盖 已 = 且 满 足 


[Ql mA(B)t 
上 =1 2 
则 6 C U 04j 是 禾 盖 忆 的 闭 方 体 徐 ， 因此 
J = 
m.(E)<»> |Q) 一 六 > | Qs 
jk j#1 加 和 所 1 
< (me) + 


上 


om 


= mB) So 


j=1 
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由 于 这 对 每 个 二 0 都 成 立 ， 从 而 就 证 明了 观察 2， 

观察 3 若 ECR , 则 m,(E)=inf m.(0)， 这 里 下 确 界 对 所 有 包含 E 的 开 集 0 取 
值 。 

根据 单调 性 ， 显 然 不 等 式 mm, (E) 三 inf m,(0) 成 立 。 关 于 相反 的 不 等 式 ， 令 


= 0 选取 方 体 0; 使 得 ECU0;, 目 
人 三 
10 和 mm 本寺 二 
包 2 


令 Qi 表示 包含 0; 的 开 方 体 , 使 得 | 7 | 志 上 Qj1+s/2*。 则 0 一 U Qi 是 开 
= 
集 ， 且 由 观察 2 可 得 


| 


mA(0)<Y m0 二 iQ 
ja - 
3 


(ola 


之 罗 | 友 [w+ 竺 


j=| 
SMm,(E)+e8o 
因此 m,; (0) 三 m,. (E)， 即 得 到 我 们 要 证 明 的 结论 
观察 4 若 E=EUE,, Hd(E,,E;)>>0, 则 
eT 
由 观察 2， 我 们 已 经 知道 m, (5) 三 m, (Ei)+m,(E,;)， 因 此 仅 需 证 明 相 有 反 的 
不 等 式 。 为 此 ， 我 们 首先 选取 5 使 得 d(E , 记 ) 二 5 二 0。 接着 我 们 选取 闭 方 体 覆 新 


ECUOi 满足 > || 三 m,(E)+& 。 通 过 再 次 分 割 方 体 Q;， 可 以 假设 每 个 0; 的 直 
径 小 于 6。 在 这 种 情形 下 ， 每 个 方 体 Q; 至 多 与 集合 El 和 Es, 中 的 一 个 相交 。 夺 将 那些 与 
El ，E, 相交 的 0; 的 指标 j 所 成 的 集合 分 别 记 为 用 和 J，， 则 儿 门 是 空 的 ， 且 有 
ECUQ URECUY, 
因此 
mA(E)+m,(E,)<Y |0, I | Qj| 


je 


< > |108| 
EH 
<m(E)+e, 
由 于 & 是 任意 的 ， 于 是 观察 4 的 证 明 完 成 了 。 
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观察 5 若 集合 是 可 数 个 几乎 不 相交 方 体 的 并 ， 即 一 UU 0)， 由 


今 0 表 示 严 格 包含 于 0， We | 志 1Q| +sa/2， 这 里 是 任意 给 定 


的 值 。 则 对 每 个 N， 方 体 0 ,0;,…,0w 不 相交 ， 因 此 它们 之 间 有 有 限 的 距离 ， 反 复 ‘sl 
运用 观察 4 得 出 3 
| N 


师 所 
m 人 = 2, 1@ 10 i 起: | 一 二 本 息 。 
j= he 
N _ 
由 于 U0,C EE， 于 是 得 出 对 每 个 整数 NV， 有 
mi(E)>Y |0| -e。 
j=1 


当 NW 趋向 无 穷 取 极限 时 ， 可 导出 对 每 个 0, 有 交 10)|<m,(5)+e, 因此 袜 


Fs) 
OO oe (b)s 与 观察 2 相 结 合 我 们 证 明了 等 式 。 

最 后 这 个 性 质 表 明知 一 个 集合 可 被 分 解 为 几乎 不 相交 的 方 体 ， 它 的 外 测度 等 于 
Rs wa Ye 
方 体 的 体积 之 和 。 这 与 我 们 最 初 的 猜测 一 致 。 此 外 ， 这 也 证 明了 和 式 与 分 解 无 关 。 

ti ent bt nt eld dhe ei 
一 旦 我 们 建立 积分 理论 所 必需 的 工具 ， 就 很 容易 证 明 这 个 断言 ( 见 第 2 章 )。 特 别 
地 ,我 们 能 证 明 一 个 球 ( 开 或 团 ) 的 外 测度 等 于 它 的 体积 。 

尽管 有 观察 4 和 观察 5， 人 们 一 般 不 能 得 出 以 下 结论 : 车 EU E, 是 R" 的 不 相 
交 子 集 的 并 集 ， 则 

mA(ElE)=m,(E)+m,(E;). (3) 
事实 上 , 式 (3) 仅 当 我 们 考虑 的 集合 不 是 高 度 不 规则 的 或 “病态 ”的 但 在 下 面 描 
述 的 意义 下 是 可 测 的 时 候 成 立 。 
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可 测 性 的 概念 把 满足 所 有 我 们 想 要 的 四 个 性 质 包 括 对 不 相交 并 集 的 可 加 性 
(事实 上 是 可 数 可 加 性 ) 的 R 的 子 集 艇 分 离 出 来 。 
有 几 个 不 同 的 方法 定义 可 测 性 ， 但 可 以 证 明 这 些 方法 都 是 等 价 的 。 可 能 最 简单 
且 最 直观 的 是 下 面 的 定义 : 对 于 R" 的 子 集 已 ， 若 对 任意 二 0 存在 开 集 0 满足 
0 和 料 
m 0:.— Bj:s 
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我 们 说 它 是 勒 贝 格 可 测 的 (或 简单 地 称 为 可 测 的 )， 应 把 它 与 对 所 有 集合 部 
成 立 的 观察 3 作 一 比较 。 

和 藻 五 可 测 ， 我 们 定义 它 的 蔓 贝 格 测度 (或 测度 )m(E) 为 

m(E)=m,(bE)., 

显然 ， 勒 贝 格 测度 具有 外 测度 包含 在 观察 1 ~5 中 的 所 有 特性 。 

从 定义 中 我 们 立刻 发 现 : 

性 质 1 R"” 中 的 每 个 开 集 是 可 测 的 。 

我 们 现在 的 目标 是 搜集 可 测 集 的 多 个 进一步 性 质 。 特 别 地 ， 我们 将 证 明 可 测 集 
簇 在 集合 论 中 的 多 种 运算 : 可 数 并 、 可 数 交 与 补 下 有 民 好 的 表现 ， 

性 质 2 和 铬 m, (8)==0， 则 是 可 测 的 。 特 别 地 ， 厅 了 是 一 个 外 测度 为 零 的 集 
合 的 子 集 ， 则 六 可 测 。 

根据 外 测度 的 观察 3， 对 每 个 二 0 存在 开 集 0 满足 ECO 有 日 m, (0) 三 &, 由 
于 (0- 记 )C 0， 外 测度 的 单调 性 蕴含 了 mm, (0 一 ) 三 &， 这 正 是 我 们 想 要 的 结果。 

作为 这 个 性 质 的 推论 ， 我 们 导出 例 6 的 康 托 尔 集 C 是 可 测 的 且 其 测度 为 去。 

性 质 3 可 数 个 可 测 集 的 并 集 是 可 测 的 ， 


假定 二 U5， 其 中 每 个 6 是 可 测 的 。 给 定 之 0， 对 每 个 /7 我们 可 以 选取 一 

由 三 

个 开 集 0; 使 得 瑟 己 0; 且 m, (0 =)< e/2。 则 并 集 0 二 0; 是 开 集 ， BC 0， 
J 二 


且 (0 -EE)CU(0, -5)， 外 测度 的 单调 性 和 次 可 加 性 落 合 了 
m,(0-E) < m0, 一 尼 ) < 
j=l 
性 质 4 闭 集 是 可 测 的 。 
首先 ， 我 们 观察 到 仅 需 证 明 紧 集 是 可 测 的 。 的 确 ， 任 何 闭 集 下 都 可 写 为 紧 集 的 并 ， 
比如 说 下 一 UrNB, 这 里 B, 表示 中 心 在 原点 、 半 径 为 上 的 闭 球 ; 因而 性 质 3 适用. 
因此 ， 假 定 严 是 紧 集 (特别 地 ,m， (了 F) 二 ww ) ， 且 令 e>0。 根 据 观 察 3 我 们 能 
一 个 开 集 0 满足 RCO 上 有 mm,(0) 过 交 , (Ff) +e。 由 于 下 是 闭 集 ， 差 0 - 屎 是 开 
集 ， 由 定理 1.4 我 们 可 以 把 这 个 差 写 为 可 数 个 几乎 不 相交 方 体 的 并 : 
0 一 Fe=|) Qjo 
j=!1 


N 
对 一 个 固定 的 N， 有 限 并 kK 一 UQ) 是 紧 集 ; 因此 d(K,F) 二 0 (我 们 将 这 个 小 的 事 
六 
实 抽出 放 在 下 面 的 引 理 中 )。 由 于 (KUF)C O， 外 测度 的 观察 1, 4 与 5 强 含 了 
m,(O0)m,(F)+m,(Kk) 


N 


一: 页 这 下 4 六 乔 坟 伪 j 


和 1 
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N 
因此 之 m.(0;) 三 m,(0)-m; (Ff) 二， 且 这 对 当 WW 趋向 无 穷 的 极限 情形 也 成 
上 = 


闪 援引 外 测度 的 次 可 加 性 最 后 得 到 我 们 想 要 的 结果 ， 即 


ma SY mAQ) Sa 
起 


现在 我 们 先 证 明 以 下 引 理 以 完成 上 面 的 论证 。 :ol 
引 理 3.1 若是 闭 集 , K 是 紧 集 ， 且 这 些 集合 是 不 相交 的 , 则 dK, 0。 人 3 


证 由 于 F 是 闭 集 ; 对 每 个 点 xek 存 在 6, >0 使 得 dz, 天) 二 36.。 向 时 


N 
Bys(*) 窗 闪 人， 上 且 上 是 紧 集 ,我 们 可 以 找到 一 个 子 覆 盖 ， 记 为 Bs (%j)。 阁 令 


6 一 min(51 562 一 6%)。 则 这 有 (下) 宇 E 二 0。 事 实 上 下 ， 戎 nwe 太 且 ye8， 则 对 
某 个 j 我 们 有 | x; -x | 三 26;， 且 根据 构造 |y 一 xj| 宇 36,。 因 此 
| 一 | 产 :|y-%| 一 | xi 一 二 | 二 36， -26; 过 0， 
引 理 得 证 。 
性 质 5 可 测 集 的 补 集 是 可 测 的 。 
右 匹 是 可 测 的 ， 则 对 每 个 正 整数 革 我 们 可 以 选取 一 个 开 集 0, 满足 EC 0,， 


是 m。 (0 -)<1/n。 补 集 0; 是 闭 的 ， 因 此 它 可 测 ， 由 性 质 3 可 知 并 集 5 二 U0, 


也 是 可 测 的 。 现 在 我 们 注意 到 5C 玉 ， 且 
(E° -8S)C(0,-E), 
使 得 对 所 有 n, 有 m,(E* -S$S) 夺 1/n。 因此，m,(E* -$8) 二 0， 且 根据 性 质 2 知 
E" -5 是 可 测 的 由 于 E" 是 两 个 可 测 集 S$ 和 E" -Ss 的 并 集 ， 因 此 EE" 可 测 。 
性 质 6 可 数 个 可 测 集 的 交集 是 可 测 的 。 
由 于 


该 性 质 可 从 性 质 3 和 5 得 到 。 

总 之 ， 可 测 集 复 在 集合 论 熟 知 的 运算 下 封闭 。 前 面 已 经 阐述 了 比 关 于 有 限 并 与 
区 封 财 更 多 的 绪论 : 我 们 也 证 明了 可 测 集 簇 对 可 数 并 与 交 封 闭 。 由 有 限 运 算 过 渡 到 
无 限 运算 在 分 析 学 的 背景 下 是 至 关 重 要 的 。 然 而 ， 需 要 强调 的 是 ， 当 处 理 可 测 集 
时 ， 不 可 数 并 或 者 交 的 运算 是 不 允许 的 ! 


定理 3. 2 Ei ,局 是 不 相交 ”的 可 测 集 ， 有 E=UE,, 由 
/= 


m\( E) = m( Ek;) 四 


FS 


证 首先 ， 我 们 假定 每 个 有 和 界 。 对 每 个 Jj， 将 可 测 性 的 定义 应 用 于 饭 ， 我 们 
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选取 的 闭 子 集 书 使 得 mm ， a (B= Eat 对 每 个 固定 的 和 N， 集合 及 
\ AN 

是 紧 集 且 不 相交 ， 因 此 m( UFR,) = ， 由 于 UF 己 6， 我 们 必须 有 
j= Fp j= 


N 、 
m(E) 宕 Y m(F) 9 mE) -sa 
J=] j=1 
令 N 趋向 无 穷 ， 由 于 s 是 任意 的 ， 我 们 发 现 


m(E)>Y mE), 
=] 
由 于 相反 的 不 等 式 总 是 成 立 的 〈 观 察 2 中 的 次 可 加 性 ) ， 当 每 个 玉 有 办 时， 我 
们 就 证 明了 该 结论 。 
一 般 情 形 下 ， 我 们 选取 任何 递增 的 趋向 于 R" 的 方 体 序列 1Q11 关 1 (在 对 所 有 


>1,0; C Qi UO =—R’ 的 意义 下 )。 令 5i1 = 二 Qi 且 S4 二 Qi -Ci 二 2)。 在 
定义 可 测 集 太一 已 人 Se ， 则 
E=\UE,,. 
j,k 
以 上 的 并 是 不 相交 的 且 每 个 .4 是 有 界 的 。 此 外 一 UU Bs， 这 个 并 也 是 不 相交 
的 。 将 这 些 事实 放 在 一 起 ， 且 利用 已 经 证 明 的 结论 ， 我 们 得 到 所 断言 的 
i BY = ps -> i y | yo 


有 了 这 个 定理 ， 勒 幢 格 测度 度 在 可 测 集 上 的 可 数 可 加 性 就 建立 起 来 了 。 这 个 结业 
提供 了 以 下 对 象 之 间 的 必要 联系 : 

。 我 们 最 初 通过 外 测度 给 出 的 体积 的 概念 ; 

。 可 测 集 的 更 为 精炼 的 思想 ; 

e 人 允许 在 这 些 集 上 进行 的 可 数 无 限 运 算 。 

为 了 简洁 地 叙述 一 些 进一步 的 结果 ， 我 们 给 出 如 下 两 个 定义 。 


若 已 ,本 ,… 是 有 的 可 数 子 集 徐 ,在 对 所 有 上，Ei C Ei4w1 且 二 UU Ei 的 意义 
下 递增 趋向 EE， 则 记 为 E; 1 E 

类 似 地 ， 若 El ,Es ,… 在 对 所 及 ,E, 沪 E,,1 且 E= 人 Nn 的 意义 下 递减 趋向 E 
则 记 为 E, LE, 

系 3.3 假定 Ei,E,,… 是 R” 的 可 测 子 集 。 

(i) 者 Ei TE, 则 m(E)= limm( En); 

( 半 ) 车 及 小 E 且 对 某 个 上 ,m(Bi) 过 w , 则 

m(E)= hm mk Wy) 
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证 对 于 第 一 部 分 ,， 令 名 三 0 三 B= 和 一 般 的 ,对 于 和 宇 2,0; 三 By- 


Ei_1。 根据 它们 的 构造 ， 这 些 集合 G4 可 测 、 不 相交 且 E 二 UU G4。 因此 


y 
ee OT een 


三 | 
征 由 于 UG = 5、， 从 而 我 们 得 到 所 要 的 极限 。 ‘ol 
对 于 第 二 部 分 ， 我 们 可 以 假定 m(E1)<% ,对 每 个 上 令 Gi 二 Bi-Eiw, 使 得 
Ei=EUUG 
是 不 相交 的 可 测 集 的 并 。 作 为 一 个 结果 ， 我 们 发 现 


人 -| 


m(E)=m(Eb)+ lim (m(E,)=m(E,.:)) 
= 


=m(EkE)+ mE)- limm( bn) 
因此 ， 由 于 m(bEbi) 二 x， 我 们 得 到 m(E)= lim m( Ex), 这 就 完成 了 证 明 。 

读者 应 该 注意 到 大 没有 假设 对 某 个 上 ,m (E;) 过 ， 第 二 个 绪论 可 能 不 成 立 。 
这 可 从 简单 的 例子 即 对 所 有 nn,E, = 二 (n,%w )C R 看 出 。 

以 下 通过 可 测 集 与 开 集 和 闭 集 的 关系 ， 从 几何 与 分 析 的 角度 提供 了 对 开 集 的 性 
质 的 洞察 它 的 主旨 在 于 ， 事 实 上 ， 任 意 的 可 测 集 可 以 被 包含 它 的 开 集 以 及 它 所 包含 
的 财 集 很 好 地 通 近 。 

定理 3.4 假定 EE 是 R” 的 可 测 子 集 ， 则 对 每 个 = 二 0: 

(1 ) 存在 一 个 开 集 0 满足 CO 有 元 (0O -天 ) 委 2i 

( 二) 存在 一 个 闭 集 F 满 足 FCE 有 自 m(E=F)< ee; 

(下 ) 硅 m(E) 有 限 ， 存在 一 个 紧 集 K 满 足 KCE 且 m(E-K)< e; 

(iv) 车 m() 有 限 ， 存 在 一 个 有 限 闭 方 体 的 并 集 一 U0 满足 

m(EAF)<e 

记号 EF 表示 集合 BE 入 的 对 称 差 ， 它 定义 为 EA F=(E-F)U(F-E)， 
它 由 那些 仅 属 于 集合 天 或 正中 的 点 组 成 。 

证 ( 1) 部 分 仅 是 可 测 性 的 定义 。 对 于 第 二 部 分 ， 我 们 知道 8" 可 测 ， 因 此 
存在 一 个 开 集 0 满足 ECO 且 m(0-Ek") 三 g。 车 令 ==0"*， 则 下 是 闭 的 , 下 CC 
Ek,， 且 ££-==0-E"。 因 此 得 到 所 要 的 m(E=F) 和 < &，。 

关于 ( 道 ),， 我 们 可 以 选取 一 个 闭 集 政 使 得 CE 且 m(E -Ff)< a/2。 对 每 个 
n， 令 B8, 表示 中 心 在 原点 、 半 径 为 n 的 球 ， 且 定义 紧 集 K, = 二 FF 门 8,。 则 -kK 是 
递减 地 趋 问 于 巨 -天 的 可 测 集 序列 ， 且 由 于 mm(E) 过 zz ,我 们 得 出 对 所 有 大 的 n， 有 
m(bEk-K,)= 6。 
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最 后 一 部 分 ， 选 取 一 个 闭 方 体 簇 |0,| 使 得 


ECUQi 月 by | 0;|< m(E) + e/2., 
j [ay 


由 于 m( 玉 )<% ， 该 级 数 收敛 ， 从 而 存在 N0 使 得 六 10;|<e/2。 车 一 U0 


jy=N+1 
20% 风 
ce mtEAFLEmlF = FF mtF = A 


<m UY 0)+m( U0,-8) 
j=N+1 六 = 


2 


二 > > |Q,|-m(E) 
ja 


了 三 冻 寺 
<e 

勒 贝 格 测度 的 不 变性 质 

R“ 中 的 勒 贝 格 测度 的 一 个 关键 性 质 是 平移 不 变性 。 该 性 质 可 叙述 如 下 : 若 羽 
是 可 测 集 且 he R"， 则 集合 以 二 E+h 二 |x +h:xe| 也 是 可 测 的 ， 且 m(E +h)= 
m( 忆 ) 。 观 察 到 这 对 于 是 方 体 的 特殊 情形 成 立 ， 人 们 可 以 过 渡 到 任意 集合 EE 的 外 
测度 ， 且 从 第 2 节 给 出 的 m, 的 定义 ,看 到 mm, (Ei) 二 =m (EE)。 为 证 明 在 & 可 测 的 
假设 下 Eb; 的 可 测 性 ， 我 们 注意 到 奉 0 是 开 的 , 0O 沪 EF, 和 且 m,(0-E)=e,， 则 0， 
是 开 的 ; 0 二季 , (0 =b,) 过 eo 

用 同样 方法 能 够 证 明 勒 贝 格 测度 的 相对 伸缩 不 变性 。 假定 5 二 0， 用 55 表示 集 
合 16x:xeE|。 我 们 能 够 断言 只 要 可 测 56E 就 可 测 ， 且 m(6E)==6*m(E)。 人 们 
也 容易 看 到 勒 贝 格 测度 反射 不 变 。 即 ， 只 要 巨 可 测 。- 鳌 三 | -x:xe|l 就 可 测 且 mm 


(££)=m(E). 
习题 7 和 习题 8 以 及 第 2 革 的 问题 4 给 出 勒 由 格 测度 的 其 他 不 变性 质 。 
代数 与 博 雷 尔 集 


R” 的 集合 的 ao- 代数 是 一 个 可 数 并 、 可 数 交 、 补 封闭 的 子 集 集 艇 。 

R“ 的 所 有 子 集 的 集 艇 当然 是 一 个 og- 代数 。 一 个 更 为 有 趣 的 例子 是 R" 的 所 有 
可 测 子 集 。 我 们 可 以 证 明 该 集 复 构成 一 个 o- 代 数 。 

另 一 个 在 分 析 学 中 扮演 重要 角色 的 -代数 是 R” 的 Borel -= 代数 ， 记 为 Bris 
根据 定义 它 是 包含 所有 开 集 的 最 小 o- 人 代数。 该 o- 代 数 的 元 素 称 为 Borel 集 。 

一 旦 我 们 定义 术语 “最 小 ”"，Borel o- 代 数 的 定义 就 有 意义 ， 且 这 样 的 go- 代数 
存在 且 唯 一 。 “最 小 ”这 个 术语 指 的 是 车 5 是 任何 包含 R" 的 所 有 开 集 的 co- 代数 ， 
则 必然 有 BRzC S， 由 于 我 们 观察 到 任何 (不必 可 数 ) o- 代 数 的 交 仍 然 是 一 个 o- 
人 代数， 我们 可 以 定义 Bri 为 包含 开 集 的 所 有 o- 代 数 的 交 。 这 表明 了 Borel o- 代 数 的 
存在 性 与 唯一 性 。 

由 于 开 集 可 测 ， 我 们 得 出 Borel o- 代 数 包含 于 可 测 集 的 oo- 代数 。 有 自然 地 ， 我们 
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或 许 会 问 这 个 包含 是否 严格 : 是 否 存 在 不 是 勒 贝 格 可 测 集 的 Borel 集 ? 答案 是 “ 存 
在 ”( 见习 题 35)， 

从 Borel 集 的 观点 来 看 ， 勒 风格 集 产生 于 Borel 集 的 o- 代 数 的 完备 化 ， 即 附加 
上 测度 为 去 的 Borel 集 的 子 集 。 这 是 下 面 的 系 3.5 的 直接 推论 。 

从 开 集 与 闭 集 这 两 种 最 简单 的 Borel 集 出 发 ， 人们 能 够 尝试 着 根据 其 复杂 性 
(递增 ) 依次 列 出 所 有 Borel 集 。 依 此 顺序 接 下 来 是 开 集 的 可 数 交 ; 这 样 的 集合 称 
为 G; 集 。 同 样 的 ， 人 们 可 以 考虑 它们 的 补 集 ， 即 闭 集 的 可 数 并 ， 称 为 集 2 。 

系 3.5 R"” 的 一 个 子 集 E 可 测 ， 

( 1) 当 且 仅 当 上 与 6; 相差 一 个 零 测 度 集 ， 

(二 ) 当 且 仅 当 与 ,相差 一 个 零 测度 集 。 

证 显然 集合 无 只 要 满足 (1) 或 (下 ) 就 可 测 ， 这 是 由 于 Ff ,Gs 以 及 测度 
为 去 的 集合 是 可 测 的 。 

反 过 来 ,和 若 巨 可 测 ， 则 对 每 个 整数 三 1 我 们 可 以 选取 包含 天 的 开 集 0,， 使 
得 m(0, =- 歼 ) 过 1/ 则 5 一 站 0 是 一 个 包 仿 下 的 恕 ， 上 县 对 所 有 ns(S =E)C 
(0, -天 )， 因 此 对 所 有 环 ，m(S -五 ) 迄 1 因此 8- 的 外 测度 为 零 ， 因 而 可 测 。 

对 于 第 二 个 缠 仿 关系， 我 们 简单 应 用 定理 3.4 的 ( 卫 ) 部 分 且 取 8 二 1/n， 以 
及 取 所 得 到 的 财 集 的 并 即 可 得 证 。 

不 可 测 集 的 构造 

是 否 R" 的 所 有 子 集 可 测 ? 本 节 当 d= 二 1 时 我 们 通过 构造 R 的 不 可 测 子 集 回答 
这 个 问题 。 这 使 我 们 有 理由 得 出 这 么 一 个 结论 : 一 个 令 人 满意 的 测度 论 不 可 能 包 
含 R 的 所 有 子 集 。 

不 可 测 集 NN 的 构造 用 到 选择 公理 ， 且 依赖 于 [0,1]」 中 的 实数 间 的 一 个 向 单 的 

只 要 %-y 是 有 理 数 ， 就 写 为 x*~y， 注 意 到 这 是 一 个 等 价 关系 ,因为 下 面 的 性 
质 成 立 : 

e 对 每 个 xe|0,1|， tt 

es 太 xX~y,， 则 yy ~x; 

es 帮 xX~y 且 y~z， 则 %w~z。 

两 等 价 类 或 者 不 相交 或 者 重合 ， 且 [10,1] 是 所 有 等 价 类 的 不 交 并 ,我 们 将 它 


[90,1 |=(Jw,s 
现在 我 们 从 每 个 e。 中 恰好 选取 一 个 元 素 x。 以 构造 集合 NV， 且 设 和 N= 一 1x。|。 这 


人 ”术语 Ci; 来 白 德 语 “Gebiete” 与 “Durschnit "3 刻 来 自 法 语 “fermé” 与 “somme”。 


”作为 下 一 章 命题 3.4 的 推论 ，R 中 存在 这 样 的 集合 蕴含 对 每 个 4，R” 存在 相应 的 不 可 测 子 集 。 
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个 〈 表 面 上 明显 ) 步骤 要 求 进一步 的 评论 ， 我 们 将 它 推 运 到 下 面 定理 的 证 明之 后 ， 
定理 3.6 集合 NN 不 可 测 。 
用 反 证 法 证 明 ， 因 此 我 们 假设 入 可 测 。 令 1r1 六 为 L-1,11 中 的 所 有 有 理 数 的 
列举 ， 考 虑 平移 
N, =N+r,s 
我 们 断定 N 不 相交 ， 且 


[0,1] CU CEF1L2]， (4) 

为 看 到 为 什么 这 些 集合 不 相交 ， 假 定 交 集 NM [1 Wi, 非 空 。 则 存在 有 理 数 rj 关 7 

和 @ 以 及 BB 使 得 x +ri 二 xg+rp; 因此 
%a — Wy = yr ~ rie 

因此 a 堵 B 且 x。 一 x%g 是 有 理 数 ; 故 x。 ~%%， 这 与 入 仅 包 含 每 个 等 价 类 的 一 个 
代表 这 一 事实 矛盾 。 

第 二 个 包含 关系 是 直接 的 ， 这 是 由 于 根据 构造 每 个 Vi 包含 于 [-1,2]。 最 后 ， 
者 xe10;1]， 则 对 某 个 Qa，w ~x,， 故 对 某 个 局 有 w=%w, 三 ma 因此 weWN;， 从 而 
第 一 个 包含 关系 成 立 。 

现在 我 们 可 以 完成 该 定理 的 证 明 。 若 W 可 测 ， 则 对 所 有 ,Ni 也 可 测 。 由 于 并 


局 w 不 相交 ， 并 根据 式 (4) 中 的 包含 关系 得 到 


] < Ym(N,) 和 


k=1 
由 于 Nj 是 NN 的 一 个 平移 ， 对 所 有 我 们 必须 有 m(NNi) 二 m(N)。 因 此 


DC 


1 < Ym(N) <3, 
三 :] 
由 于 无 论 m(N)==0 还 是 到 (NM) 二 0， 上 式 都 不 可 能 成 立 ， 这 就 是 我 们 想 要 的 
矛盾 。 
选择 公理 


集合 的 构造 之 所 以 可 能 ， 是 因为 有 下 面 的 一 般 命 题 。 

e 假定 5 是 一 个 集 而 15 1 是 的 非 空 子 集 簇 (所 有 指标 a 所 成 的 集 不 一 定 可 
数 ) ， 则 存在 函数 a 一 x。 (“选择 子 数 ”) 使 得 对 所 有 a,x,。eE,。 

该 断言 的 一 般 形式 即 熟 知 的 选择 公理 。 该 公理 出 现 (至 少 是 隐 含 的 出 现 ) 在 
许多 数学 的 证 明 中 ,但 是 由 于 它 直 观 上 明显 的 自明 性 ， 它 的 意义 没有 马上 被 理解 ， 
最 早 认 识 到 该 公理 的 重要 性 是 用 它 来 证 明康 托 尔 的 一 个 著名 断言 ， 展 序 原理 。 该 合 
题 (有 时 称 为 “ 超 限 归纳 法 ”) 可 表述 如 下 。 

集合 五 称 为 线性 序 的 ， 在 存在 二 元 关系 “ 笠 ” 使 得 : 

(a) 对 所 有 xeEk,x 三 x; 
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(b) 大 x,yeB 不同， 则 或 者 x 三 y 或 者 Y 三 x( 但 不 都 成 立 ); 

(gj 大 w 夺 7 了 Y 且 yy 委 z; 则 总 6 

对 于 和 集合 万 肝 每 个 非 裤子 集 妨 CC 明 有 一 个 最 小 元 【 即 ， 雹 达 ww 二 4 使 得 对 共 
他 we4,xo 三 x)， 则 我 们 说 可 被 恨 序 化 

良 序 集 的 一 个 简单 例子 是 具有 通 第 的 序 的 正 整 数 集 Z+。Z+ 是 良 序 这 一 事实 
是 通常 的 (有限 ) 归纳 原理 的 本 质 部 分 。 更 一 般 的 ， 展 序 原理 说 的 是 : 

e 任何 集合 旦 可 良 序 化 。 

展 序 原理 列 仿 选择 公理 事实 上 几乎 是 显然 的 : 大良 序 化 则 可 以 选取 x。 为 
尼 中 的 最 小 元 素 ， 用 这 个 方法 我 们 可 以 构造 出 所 要 求 的 选择 果 数 。 反 过 来 的 缆 合 
关系 即 选择 公理 列 含 恨 序 原理 也 是 对 的 ， 但 不 容易 证 明 (选择 公理 的 另 一 个 等 价 
叙述 见 问 题 6) 。 

我 们 将 遵从 通常 的 实践 ， 假 设 选择 公理 的 正确 性 (因此 和 良 序 原理 的 正确 性 )2 。 
然而 ， 我 们 必须 指出 虽然 选择 公理 看 起 来 是 和 目 明 的 ,但 恨 序 厚 理 很 快 会 导致 一 些 令 
人 困惑 的 结论 : 人 们 需要 花 一 点 时 间 试 图 想象 一 下 一 个 良 序 的 实数 集 看 起 来 像 
作 次 ! 
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有 了 可 测 集 的 概念 ， 我 们 现在 将 注意 力 转 同 积分 理论 核心 的 研究 对 象 : 可 测 
我 们 的 出 发 点 是 集合 的 特征 函数 的 概念 ， 它 定义 如 下 : 
] we, 
QB 
下 一 步 过 渡 到 作为 积分 理论 的 真 基石 的 图 效 。 对 于 歼 受 积分 它 实 际 上 是 阶梯 明 数 
类 ， 每 个 作为 一 个 有 限 和 给 出 


xm) 一 


N 
f= Y my Xp,s (5) 
k=1 


其 中 每 个 Ri 是 矩形 ， 而 or 是 第 炎 
然而 ， 对 于 勒 由 格 积 分 我 们 需要 更 一 般 的 概念 ， 如 同 我 们 在 下 一 革 将 看 到 的 。 
简单 函数 是 有 限 和 


N 
f= 》 aieXE, | (6) 
Ee 
其 中 每 个 bi 是 具有 有 限 测 度 的 可 测 集 ， 而 aj 是 第 数 ， 


六 可 以 证 明 在 一 个 叙述 适当 的 集 论 的 公理 中 ， 选 择 公 理 独 立 于 其 他 公理 ， 因 此 我 们 可 自由 决定 是 否 接 
受 它 的 正确 性 


第 1 章 测度 论 


4.1 定义 与 基本 性 质 

我 们 首先 考虑 R” 上 的 实 值 函数 /， 由 于 我 们 允许 f 取 无 穷 值 ，+%w 与 ~-w ， 因 
此 f(x) 属 于 扩充 的 实数 : 

-wf/(x)ES+m, 

加 对 所 及 都 有 一 w 二 f(x) 二 +% ,我 们 说 /是 有 限 值 的 。 在 以 下 理论 以 及 它 的 许多 
应 用 ,我 们 总 是 发 现 所 遇 到 的 函数 至 多 在 一 个 测度 为 稚 的 集合 取 无 穷 值 的 情况 ， 

对 一 个 定义 在 R” 的 可 测 集 已 上 的 函数 放 若 对 所 有 asER， 集 合 

fA ([=w,a))=|xe Ef(x)<al 

可 测 ， 则 称 f 可 测 。 为 简化 记号 ， 在 不 至 于 混淆 的 情况 下 ， 我 们 将 集合 |x e E:f(x) 
<al 简单 地 记 为 11< al 。 

首先 ,我 们 注意 到 可 测 函 数 有 许多 等 价 定 义 。 例 如， 我 们 可 以 要 求 团 区 间 的 原 
像 是 可 测 的 。 的 确 ， 为 证 明 f 可 测 当 上 且 仅 当 对 每 个 a, ix:f(x) 三 al= 二 1/ 二 al 可 测 
我 们 注意 到 在 一 个 方向 (a 的 右 方 )， 


红 


< ==| | |f<a+ 1/k), 
b= 
且 可 数 个 可 测 集 的 交集 是 可 测 的 。 在 为 一 个 方 同 (a 的 左 方 )， 我 们 观察 到 


{If<al =U If a- 1/k|. 
三} 


类 似 地 ， /可 测 当 且 仅 当 对 每 个 a, If 三 a| (或 |f 二 a| ) 可 测 。 第 一 种 情形 从 定义 和 
If 三 al 是 |f 二 a| 的 补 集 的 事实 可 立即 得 到 。 第 二 种 情形 从 我 们 刚 证 明 的 结论 和 事 
实 |f 二 al 二 |f 太 a1" 得到。 一 个 简单 推论 是 : 只 要 了 可 测 ， 则 -8 也 可 测 - 

用 同样 方式 ,我们 可 以 证 明 车 f 是 有 限 值 的 ， 则 它 是 可 测 的 当 且 仅 当 对 每 对 a， 
be R， 集合 ja 三 fb| 可 测 。 类 似 结论 对 人 们 所 选 的 任何 一 种 强 或 弱 的 不 等 式 的 
组 合 均 成 立 。 例 如 ,车 /是 有 限 值 的 ， 则 它 是 可 测 的 当 且 仅 当 对 所 有 a,beR,， 
la 三 fb| 可 测 。 用 相同 的 论证 方法 会 得 到 : 

性 质 1 有 限 值 函数 /是 可 测 的 ， 当 且 仅 当 对 每 个 开 集 0,/™"(0) 是 可 测 的 ， 
上 且 对 每 个 闭 集 严 , 广 〈P) 是 可 测 的 。 

注意 到 ， 若 我 们 附加 假设 广 (+m) 与 广 (-m) 都 是 可 测 集 ， 则 这 个 性 质 也 
适用 于 扩充 值 男 数 。 

性 质 2 若 太 在 Re 上 连续 ， 则 /了 是 可 测 的 。 若 太 是 可 测 与 有 限 值 的 ， 且 更 连 
续 ， 则 Bof 是 可 测 的 。 

事实 上 ， 巧 连续， 因此 画 - ((-wu,a)) 是 一 个 开 集 OO， 因此 (更 so ((=a， 
a) ) 王 广 :(O0) 可 测 。 

不 过 应 该 注意 到 ， 只 要 /可 测 且 $B 连续 ， 就 认定 f° 可 测 一 般 来 说 是 不 对 的 
(见习 题 35)。 
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性 质 3 假定 1f,17”_| 是 可 测 孔 数 序 列 。 则 sup f(x) ,inf f(x), lim sup f(x) 
以 及 lim inf f(x) 可 测 。 
证 sup /是 可 测 的 ， 需 满足 |supf 二 a|==UU, 1f al。 这 也 得 到 对 inf f(x%*) 
的 结果 ， 这 是 由 于 该 量 等 于 一 sup( -f(x))。 
关于 limsup 和 liminf 的 结果 可 从 两 个 等 式 
lim supf, ( *) 一 inf | supf, | 与 lim inf f(*)=sup | inf f, | 
得 到 ， 
性 质 4 奉 |/' ”| 是 一 个 可 测 也 数 艇 ， 且 
limf, (x)=f(x) 
则 了 是 可 测 的 ， 
由 于 天 = lim supfa(*)= lim inff;(x)， 这 个 性 质 是 性 质 3 的 推论 。 
性 质 5 和 若 f 和 & 是 可 测 的 ， 出 
) 整数 次 晨 三 ,三 1 是 可 测 的 ， 
(DH ) 夺 ff 和 都 是 有 限 值 的 , 则 FF+g 和 产 是 可 测 的 。 
对 于 ( i )， 我 们 简单 地 注意 到 若 上 是 奇数 ， 则 | 产 > oil=|> aa | ; 着 上 是 
个 数目 w 三 0， 则 1S hs | fs CA | Wife _ atl 
对 于 (二)， 我 们 痛 先 看 到 f+g 是 可 测 的 ， 这 是 因为 
二 一 UU (lf>a-r|l(\lg>7|), 
其 中 Q 表示 有 理 数 集 。 
最 后 ， 因 为 有 先前 的 结果 以 及 事实 
fs=7[(f+e) -(f-e)’], 
故 fg 是 可 测 的 。 
对 定义 在 集合 上 的 两 个 函数 /和 gg， 夺 集合 |xeE:f(x) 关 g(x) | 的 测度 为 零 ， 
就 称 / 瑟 g 几乎 处 处 相等 ， 且 记 为 
f(x)=g(x) a.e.xebk, 
我 们 有 时 将 此 简写 为 [一 g a.e. 。 更 一 般 的 ， 一 个 性 质 或 陈述 在 除去 一 个 测度 为 零 
的 集合 外 成 立 ， 我 们 称 该 性 质 或 陈述 为 几乎 处 处 成 立 (a. e. ) 。 
人 们 容易 看 到 奋 了 是 可 测 的 且 j= 一 gae， 则 5 是 可 测 的 。 这 从 417 二 al 杜 
ig 三 a|l 仅 在 一 个 零 测 度 集 不 同 这 一 事实 立即 得 出 。 此 外 ， pine i 
件 可 减弱 为 几乎 处 处 成 立 。 人 例如， 大 jj 是 一 个 可 测 限 数 簇 ， 
limf (x)=/f(x) ae. ， 
则 了 是 可 测 的 ， 
注意 到 车 f 和 是 几乎 处 处 定义 在 ECR* 上 ， 则 函数 f+g 和 龙 仅 可 以 定义 在 
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和 g 的 定义 域 的 交集 上 。 由 于 两 个 去 测 度 集 的 并 集 测 度 仍然 为 去 ， 太 +g 几乎 处 处 
定义 在 下 上 。 我 们 将 该 讨论 概括 如 下 。 
性 质 6 假定 f 是 可 测 的 ， 且 f(x)==g(x)a.e. x， 则 g 是 可 测 的 . 
有 T 了 性 质 6， 当 /和 g 是 几乎 处 处 有 限 值 的 时 ， 性质 5 中 的 (和 让) 也 成 立 。 
4.2 用 简单 函数 或 阶梯 函数 逼近 
本 节 的 所 有 定理 都 有 相同 的 性 质 ， 都 对 可 测 函 数 的 结构 给 出 了 进一步 的 说 明 。 
我 们 从 用 简单 轴 数 逐 点 通 近 非 负 可 测 困 数 开始 。 
定理 4.1 假定 f 是 R” 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 存在 逐 点 收敛 于 /的 递增 非 负 简 
单 函 数列 | p71 ， 即 
pir(X) 夺 pyri1(x), 且 对 所 有 x*， lim gi(*)=/(x). 
证 ”我们 先 从 了 的 截断 函数 开始 。 对 于 入 三 1, 令 0、 表示 中 心 在 原点 、 边 长 
为 六 的 方 体 ， 接 着 我 们 定义 
ew 是 六 和 WN, 
NM) AN wen f(x)> NN, 
0， 其 他 。 
则 当 NN 趋向 无 穷 时 ， 对 所 有 x，Fw(x) 一 f(x)。 现 在 我 们 对 Fw 的 值 域 ， 即 [0,N]， 
做 如 下 前 分 。 对 固定 的 NW,MW 三 1， 定义 


Ein={reQns < Pus), 0<1<N, 


则 可 以 构造 


每 个 Fw vw 是 对 所 有 x 满足 0 三 Fwy(x) -Fy w(x) 三 17M 的 简单 函数 。 知 选取 NN 二 
M =2* 其 中 上 之 1 是 整数 ， 目 令 gi = 二 Fz:， 则 对 所 有 x,，0 志 Fy(x) -et(x) 委 1724， 
194 1 递增 , 该 序列 满足 要 求 的 所 有 性 质 。 
注意 车 允许 极限 为 + w ， 该 结果 对 扩充 实 值 的 非 负 函数 仍 成 立 。 我 们 现在 去 掉 
8 非 负 的 假设 ， 也 允许 扩充 极限 - zx 。 
定理 4.2 假定 /是 R” 上 的 可 测 函 数 ， 则 存在 简单 困 数 列 {Tei}2 满足 
[wk(z) | 夺 | piri(x) | , 且 对 所 有 *,limpi(x) 一 所 xz)。 
特别 地 ， 对 所 有 x 和 上 大 我 们 有 |wx(xz)| 近 |Kx)|。 
证 rete Mealy 
f° (x)=max(f(x) ,0),f (x)= max(-f(x 
由 于 上 广 和 广 非 负 ， 由 先前 的 定理 可 知 ， 和 车 
9 (xz 2 分 别 逐 点 收敛 于 产 和 广 。 若 令 


pi(x)=p, (x) -gp (x), 


WMSTIMWWANNWRRWRTERR MRIWRWRN 帮 信 WP 人 WRITTEN 


则 对 所 有 =x,ex(z) 收 敛 于 败 x)。 最 后 ， 序 列 上 川内 (zf 递增 ， 这 是 因为 广 和 广 的 定 
义 以 及 mw ”和 0 的 性 质 强 含 丁 
[wl x) =p, (x) +p, (x)o 

我 们 现在 可 以 更 进一步 地 用 阶梯 困 数 逼近 一役 的 ， 这 里 收敛 性 仅 几 乎 处 处 成 立 。 

定理 4.3 假定 /在 R" 上 可 测 。 则 存在 阶梯 函数 列 1w,|7_1 对 几乎 每 个 x 逐 点 
收 生 于 f(x) 

证 ”根据 前 面 的 结果 ， 存 在 简单 函数 1 pu 使 得 对 所 有 x, lim pr(x*) 一 /x)。 为 
了 用 阶梯 函数 通 近 每 个 wg;， 为 此 我 们 回顾 定理 3.4 的 (1y) 部 分 ， 它 说 的 是 奉 五 

N 

是 一 个 具有 有 限 测 度 的 可 测 集 ， 对 每 个 & 存在 方 体 Qi ,Qi3…,Qw 使 得 mw( 到 AU Qi) 
三 e ， 券 虑 由 这 些 方 体 的 边 延 长 所 形成 的 网 格 ， 我 们 看 到 存在 几乎 不 相交 矩形 局 ， 
od \ 
及 便 得 UO 一 UR 取 包 含 于 员 的 尺寸 稍 小 的 闭 和 矩形 R,， 我 们 找到 一 个 满 


WY 
是 m(EAUR)< 2s 的 不 相交 的 财 巴 形 得 ， 国 此 从 这 个 观察 和 简单 函数 的 定义 ， 


我 们 得 到 对 每 个 人， 存在 一 个 阶梯 函数 办 和 一 个 可 测 集 使 得 m(F) 二 2-" 且 对 
所 有 EF ,pe (x)= wil) 


各 我 们 定义 下 =[1 UF, ， 则 mx 人 8) 一 0, 这 是 因为 m( UP Ym PY) RZ, 
一 内 全 让 kl 


村 于 xgA， 存 在 刀 使 得 xe [] 成 ， 因 此 对 所 有 上 之 如， 有 


fr) -Bx)| Er) -glx)) + | p(x) = (x)|= | f(x) = pr: 

又 由 F lim pr(¥)= Y)， 可 得 对 了 所有 x E&F， lim wal*)= fw), 这 即 是 我 们 想 
要 的 结果 

4.3 李 特 尔 伍德 三 大 原理 

尽管 可 测 集 和 可 测 函 数 的 概念 代表 了 新 的 工具 ,我 们 也 不 应 忽视 它们 与 被 它们 
所 替代 的 更 老 的 概念 的 关系 。 李 特 尔 伍德 〈Littlewood) 以 三 大 原理 的 形式 总 结 了 
这 些 有 联系 ， 这 些 原 理 在 测度 论 的 早期 研究 中 提供 了 有 用 的 直观 上 的 引 肝 。 

( i ) 每 个 焦 合 接近 于 区 间 的 有 限 并 

( ji) 每 个 昂 数 接近 于 连续 函数 

(证) 每 个 收敛 序列 接近 于 一 致 收敛 序列 

以 上 所 指 的 集合 和 函数 当然 认为 是 可 测 的 。 pe he 接近 ”这 个 词 ， 
它 在 每 个 背景 下 必须 被 适当 地 理解 。 定理 3.4 的 (iv) 部 分 是 第 一 原理 的 一 个 精 
确 版 本 。 下面 的 重要 结果 给 出 了 第 三 Egg 

定理 4.4 (Egorov 定理 ) 假定 1 有 1471 是 一 个 定义 在 满足 m() 二 %w 的 可 测 集 EE 


上 的 可 测 函 数 序 列 ， 量 假设 在 EE 上 /一 fa.e. 。 给 定 三 0， 我们 能 找到 一 个 闭 集 4 
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第 1 章 测度 论 | 
CE 使 得 m(E-4.) 三 z 且 在 4, 上 有 二 

证 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假定 对 每 个 xeE/(x) 一 /(x)。 对 于 每 对 非 负 整数 
和 大， 念 

Et =|xeE: |f(x) -zi)|K1M 对 所 有 7 全 大 | 

现在 固定 严 且 注意 到 到 所 区 ， 上 且 当 天 趋向 无 穷 时 区 1 5。 根据 系 3.3， 可 知 存 
在 使 得 m(E-E% ) 二 1/2"。 根据 构造 ， 有 
只 要 j 二 有 且 xeE, 则 |f(x) -f(x)| < ln 


选取 几 使 得 2 过 as/2 , 且 令 
n 二 NN 


I 
- n>N 如 
首先 注意 到 
mB=A)S<Y mE=E)<ea/ 


rg 
接着 , 车 650， 选 取 n 三 NN 使 得 1/n 二 56， 且 注 意 到 xe 4, 意 味 着 xe EY ， 因 而 有 
只 要 j 富 ， 则 1(x) -x)| 三 8。 因此 在 4。 上 一致 收敛 于 / 

最 后 ， 利 用 定理 3.4 选取 一 个 闭 子 集 4. C4 满足 m(4 .=4.) 王 sx2。 作 为 一 
个 结果 ， 我 们 有 mm( 尼 -4.)<s， 从 而 定理 得 证 ， 

下 一 个 定理 验证 了 李 特 尔 伍 德 第 二 原理 的 正确 性 

定理 4.5 (Lusin 定理 ) 假定 /在 具有 有 限 测 度 的 集合 EE 上 可 测量 在 EE 上 取 有 
限 值 。 则 对 每 个 e>0 存在 闭 集 ,, 满足 CE 且 m(E-F) 所 se， 并 且 使 得 
|: 连续。 

fl。 表示 /限制 于 集合 ,。 该 定理 的 结论 说 的 是 ， 若 视 / 为 一 个 仅 定 义 在 F, 
的 函数 ， 则 /是 连续 的 。 然 而 ， 该 定理 并 未 给 出 更 强 的 断言 : 即 定义 在 上 的 孙 数 
f 在 Ff, 的 点 处 连续 。 

证 令 / 为 简单 函数 序列 使 得 /一 / a.e. 。 我 们 可 找到 集合 ,使 得 m(E,)= 1/2" 
且 太 在 E, 外 部 连续 。 由 Egorov 定理 ,我 们 可 以 找到 一 个 集合 4 使 得 在 其 上 = 
且 m(E -A,) 三 se/3。 接 着 对 于 使 得 >》 1/2" 去 a/3 的 充分 大 的 NN， 我 们 考虑 


n>=N\ 
< 
rr 1 A U bE. 1 
nN 


现在 对 每 个 n 三 NN 函数 几 在 严 上 连续 ; 因此 了 (作为 141 的 一 到 极限) 也 在 广 上 
连续 。 为 完成 证 明 ， 我 们 仅 需 用 闭 集 玉 人 太 通 近 Fr 使 得 m(F' -FF )<< ge/3, 


5” Brunn-Minkowski 不 等 式 
由 于 加 法 与 数 乘 是 向 量 空间 的 基本 运算 ,这些 运算 的 性 质 以 一 种 基本 的 方式 出 


5” Brunn-Minkowski 不 等 式 


现在 R” 上 的 勒 贝 格 测度 理论 中 也 不 是 为 奇 。 我 们 已 经 讨论 了 勒 贝 格 测度 的 平移 不 变 
以 及 相对 伸缩 不 变 之 间 的 联系 。 这 里 我 们 研究 两 个 可 测 集 4 和 8B 的 和 ， 它 定义 为 
A+B=|ixeR'':x=x'+x” ,其 中 x'eA 而 x”eBi。 

这 个 概念 在 许多 问题 中 具有 重要 性 ， 尤 其 是 在 凸 集 理论 中 ; 在 第 3 章 我 们 要 把 它 用 
到 等 周 问 题 中 ， 

基于 这 种 考虑 我 们 能 够 提出 的 第 一 个 《诚然 是 模糊 的 ) 问题 是 人 们 是 否 能 由 4 
和 B 的 测度 给 出 44+8B 的 测度 的 一 般 性 估计 (假定 这 三 个 集合 可 测 )。 我 们 容易 看 
到 不 可 能 用 m(4) 和 各 (B) 得 到 mm(44+8B) 的 一 个 上 界 。 的 确 ， 简 单 的 例子 表明 我 们 
可 以 有 六 (4) 王 天 (有 B) 王 0， 然 而 于 (4+B8) 过 0 (见习 题 20) 。 

在 相反 的 方向 人 们 或 许 寻 求 形 如 


m(A+B)" 宇 c (mm(A)" +m(B)"), 


一 般 估计 ， 其 中 a 是 正 数 ， 而 常数 6 与 4 和 B 无 关 。 显然 ， 人们 有 望 得 到 的 最 
好 情况 是 ec. = 二 1。 通 过 考虑 凸 集 可 以 看 到 指数 a 所 起 的 作用 。 凸 集 4 指 的 是 满足 性 
质 ， 只 要 x 和 yy 属于 4， 则 连接 它们 的 线段 |xt+y(1 -1) :0 硅 1 亿 11 也 在 集合 4 内. 
若 我 们 回顾 定义 A4 二 i Ar:ze4i ,和 三 0， 我 们 注意 到 只 要 4 是 凸 的 , 则 4 +A4 = 
(1+A)hA。 然 而, m((1 + 和 A)4)= 二 (1+A)"m(4)， 因此 仅 当 对 所 有 和 二 0， 
(1 + 和 A)“ 三 1+A“ 假 定 的 不 等 式 才 成 立 。 现 在 ， 


二 Yl La,b 0, 则 (a +8)”7 宇 aY +b? CF) 


而 当 0 夺 yy 记 1 时， 相反 的 不 等 式 成 立 ( 兄 汪 题 到)， 由 此 可 得 @ 主 1/d。 此 外 ， 式 
(7) 表明 了 具有 指数 17d 的 不 等 式 蕴 含 了 a 三 17d 的 相应 的 不 等 式 ， 因 而 我 们 自然 
转 辣 不 等 式 
上 (8 ) 

的 研究 。 在 证 明 式 (8) 之前， 我 们 必须 提 到 它 所 引发 的 一 个 技术 性 障碍 。 我 们 可 
以 假定 4 和 B 可 测 ， 0 见 下 二 RE 然而 容易 看 到 
当 4 和 B 是 闭 集 ， 或 它们 其 中 一 个 是 开 集 (见习 题 19) 时 ， 这 个 困难 不 会 出 现 。 

有 了 以 上 的 考虑 我 们 可 以 叙述 下 面 的 主要 结果 。 

定理 5.1 假设 4 和 B 是 R" 的 可 测 子 集 且 它 们 的 和 A4+B 也 是 可 测 的 ， 则 不 
等 式 《8) 成 这 。 

让 我 们 首先 就 4 和 已 分 别 为 边 长 是 1ojl 和 1 的 矩形 进行 论证 ， 则 式 

) 成 为 


‘ 过 


d 
(TT (a 六 而 入” 二 Ie) ) “+(T5)。 (9) 
j= 


1=!1 =|1 
根据 齐 次 性 可 简化 为 特殊 情形 ， 即 对 每 个 j，& +6, =1。 事实 上 ， 车 用 Na，Ab, 分 别 
迁 代 a,，b,， 其 中 入 >0， 则 等 同 于 将 式 〈9) 的 两 边 同 乘 以 (A)a…A,)Y4。 仅 需 选取 


sy 
30 % 


i” 
:AS 疯 
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一 (6 + )。 有 了 这 个 简化 。 不 等 式 (9) 是 和 本- 几何 不 等 式 《见习 是 39) 
对 所 有 x; 0 > 之 (I ee 


的 直接 推论 : 设 训 二 a 且 二 ， 将 得 到 的 不 等 式 相 加 即 可 ， 
接 看 转 问 每 个 4 和 B 是 有 限 个 内 部 不 相交 和 矩形 的 并 。 这 种 情 具 可 通过 对 4 和 8B 
中 的 矩形 数量 的 归纳 进行 证 明 。 我 们 将 这 个 数 记 为 上。 这 里 重要 的 是 要 认识 到 当 我 
们 独立 地 平移 4 和 B 所 需要 的 不 等 式 是 不 变 的 。 事实 上 ， 用 4 +h 蔡 代 4 且 用 
B+h' 蔡 代 B， 以 及 用 4+B+h+h' 蔡 代 4+B8， 相 应 的 测度 不 变 。 我 们 在 构成 4 的 
ed R, 和 R,， 且 注意 到 它们 可 被 某 个 坐标 平面 分 
， 因 此 可 以 假定 对 某 个 j, 适当 平移 有，R, 落 在 4_= 二 4[|)x; 三 0| ,而 RR, 落 在 
ee [0 三 wy}。 观 察 到 4, 和 4 包含 的 矩形 至 少 比 4 少 一 个 , 且 4==4_U4, 
接着 平移 B 使 得 8B_==B[flIx; 三 0| 以 及 B, 二 8B[|lx 三 01 满 足 
m(B,) m(A,) 
m(B) 国 m(A) 


然而 ,4+B8 必 (4 ,+B,)U(4_+B.)， 右边 的 并 本 质 上 不 相交 ， 这 是 由 于 这 两 部 
分 落 在 不 同 的 半空 间 中 。 此 外 ,4, 和 8B, 或 者 4_ 和 B. 和 的 籽 肛交 赣 产 也 都 林 于 


ns 因此 归纳 假设 适用 ， 且 
m(A+B) 宇 m(A,.+B,. )+m(A_+B.) 


三 (m(4 ) 二 mm 有 pe ye + (m(A-. )' "4m(B. )' 1)1 


=n(4 1: (ee) ] +m(A_)|1+ [到 全 T 


m(A) (4) 
一 (不 (4) +m(B)'”)", 

这 就 给 出 了 当 4 和 B 都 是 有 限 个 内 部 不 相交 的 矩形 的 并 时 所 对 应 的 不 等 式 (8 ) ， 

接着 ,这 很 快 蕴含 4 和 B 是 有 限 测 度 的 开 集 的 结果 ,事实 上 上 上， 由 定理 1.4， 对 
任意 gs 盖 0， 我 们 能 找到 几乎 不 相交 的 和 抢 形 4. 和 8B8, 的 并 , 使 得 4C4， BCB 
满足 m(4) 三 m(4,.)+e 且 m(B) 三 m(B,)+e。 由 于 44+B 一 4,+B ， 不 等 式 (8 ) 
对 A, 和 B, 成 立 ， 取 极限 给 出 所 要 的 结果 。 自 此 ， 我们 能 够 转 到 4 和 8B 是 任意 紧 
集 的 情形 。 首 先 注意 到 4+ 呈 是 革 集 ， 和 在 冠 义 4 一 jxsdxd) 坟 2， 则 4 是 开 集 ， 
且 当 gz 一 0 时 ,A 4。 类 似 地 ， 可 定义 B* 和 (4+B8B)*， 我 们 也 观察 到 A +BCA*+ 
BC(4+B)*。 因此， 令 s 一 0， 我 们 看 到 对 4* 和 B* 成 立 的 结果 式 (8) 蕴含 对 
4 和 B 所 要 的 结果 。 一般 情形 下 ,我们 假定 4，B 和 4+B 是 可 测 的 ， 如 同 定理 3.4 
的 ( 坦 ) 用 紧 集 从 内 部 通 近 4 和 B 得 到 最 终了 及 期 望 的 结果 。 


6 习题 
1. 证 明正 文中 构造 的 康 托 尔 集 C 是 完全 不 连通 的 而 且 是 完美 的 。 换 名 话说 ， 


给 定 两 个 不 同 点 x,yYeC， 存 在 x 与} 之 间 的 点 zg#gC， 且 C 没有 孤立 点 。 

【提示 : 车 x, yeC 且 |x-y|173", 则 x 和 yy 属于 C, 中 的 两 个 不 同 的 区 间 。 
任意 给 定 xeC， 存 在 C, 中 的 某 个 区 间 的 端点 多 满足 x* 尖 yi 且 |x -yi | 夺 173”6】 

2. 康 托 尔 集 C 也 可 以 用 三 进 制 展 开 来 描述 。 

(a) [0,1j 的 每 个 数 具 有 三 进 制 展 开 ， 


v= | 这 里 i 一 0 .1 或 2， 
k=1 


注意 到 这 个 分 解 不 唯一 ,例如 ，1/3 = 》273 。 证明 xeC 当 且 仅 当 x 具有 上 
不 二 
述 表示 其 中 每 个 是 0 或 者 2。 
(b) C 上 的 康 托 尔 - 勒 贝 格 浮 数 定 义 为 : 
2 区 b, 
车 zx 一 名 o3 ， 则 F(x) = >》 ,其 中 b, = a,/2， 


k=1 

在 这 个 定义 中 ， 我 们 可 以 选取 x 的 展开 式 使 得 a, ==0 或 2， 

证 明 FF 是 合理 定义 的 且 在 C 上 连续 ， 此 外 (0)= 二 0 而 Ff(1)=1。 

(c) 证 明 下 : (一 [0,1] 是 满 射 ， 即 对 每 个 ye [10,1] 存在 x*eC 使 得 F(x)==y。 

(d) 人 们 可 以 用 以 下 方式 将 下 延 拓 为 [10,1] 上 的 连续 函数 。 注 意 到 大 (a,b) 是 
C 的 补 的 开 区 间 ， 则 F(a) 二 (45)。 因 此 我 们 可 以 定义 下 在 该 区 间 具 有 常数 值 F 
(a). 

第 3 章 描 述 了 FF 的 几何 构造 。 

3. 和 常数 切割 的 康 托 尔 集 

考虑 单位 区 间 [0,1]， 且 令 上 为 固定 实数 ， 并 满足 0 和 <E< 过 1(0E=173 的 情形 对 
应 于 文中 的 康 托 尔 集 C)。 

构造 的 第 一 步 是 去 挥 长 度 为 & 位 于 [0,1 |] 中 心 适当 的 开 区 间 。 第 二 步 是 去 掉 两 个 中 
心 区 间 ， 它 们 中 的 每 一 个 位 于 第 一 步 遗留 下 的 区 间 且 相对 长 度 为 &， 以 此 类 推 。 

令 Ce 表示 经 过 无 穷 次 运用 以 上 步骤 后 剩 下 的 集合 ©。 

(a) 证 明 Cj 在 [0,1] 的 补 集 是 全 长 等 于 1 的 开 区 间 的 并 。 

(b) 直接 证 明 m, (Ci) 二 0。 

【提示 : 在 第 上 步 后 ， 证 明 余 集 的 全 长 =(1 -&)*,】 

4. 康 托 尔 型 集 

构造 闭 集 G 使 得 人 们 在 第 太 步 去 掉 位 于 中 央 的 24-! 个 开 区 间 ， 每 个 开 区 间 的 
长 度 满足 

上 二 2 二 二， 


〇 ”我 们 所 称 的 集 谷 Ct 有 时 记 为 CL 


3 区 
| 31] 
3 
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(a) 车 选取 /充分 小 , 则 多 214, 过 1 。 在 这 种 情形 下 ， 证明 m(C) 二 0, 且 事 
y=1 


2 


上 mC- 


fa 
(b) 证 明 车 xe C， 则 存在 点 列 |x, 1” 使 得 x, # C， 仍 然 有 x, 一 x 目 x,e1， 
32 其 中 是 C 的 补 的 一 个 子 区 间 ， 并 满足 | 7 | 一 0， 
(ce) 作为 一 个 推论 证 明 C 是 完美 的 ， 且 不 包含 开 区 间 。 
(d) 证 明 C 是 不 可 数 的 。 
5. 假定 E 是 给 定 的 集合 ， 而 0O, 为 开 集 : 
O =lx:d(x,E)<1l/n|. 


人 


证 明 : 

(a) 大 EE 是 紧 集 ， 则 m(E)=limm(0,)。 

(b) 然而 ， 对 于 是 闭 集 且 无 界 ; 或 8 是 开 集 且 有 界 ，(a) 的 结论 可 能 不 
成 立 。 

6. 利用 平移 与 伸缩 性 质证 明 : 令 BB 为 R” 中 半径 为 r 的 球 ， 则 m(B)= wr”， 
其 中 v= 二 m(B,)， 而 B, 是 单位 球 ，B =jxeR :xz 性 1l。 

津 数 的 计算 在 下 一 半 的 习题 14 中 介绍 。 

7. 若 5 王 (5 ,5 ,… ,65) 是 一 个 d 元 正 数组 ,6, 二 0, 且 是 R" 的 一 个 子 集 , 我 们 
定义 6E 为 

6E =| (6x, 6x ,060%,) :其 中 (x ,x ) EE|, 
证 明 只 要 EE 可 测 ,6E 就 可 测 , 且 
m(6E)=6, ,066m(E). 
8. 假定 工 是 R” 上 的 线性 变换 。 用 下 面 的 步骤 证 明基 -是 R" 的 可 测 子 集 , 则 


L() 也 是 。 
(a) 注意 到 奉 上 是 紧 集 ， 则 上 (E) 也 是 。 因 此 ,， 硅 记 是 让 集 ， 则 元 (五 ) 


(b) 因为 工 上 自动 满 足 对 某 个 履 成 立 的 不 等 式 
L(x) -L(x') < MIx-x, 
我 们 看 到 工 将 任何 边 长 为 1 的 方 体 映射 为 边 长 为 cyMi 的 方 体 ， 其 中 ex 一 2Vd。 现 
在 大 m( 上 上) 二 0， 存在 一 个 方 体 艇 1 0， 使 得 CU Qi 且 dm 0;) 二 sz 。 因 此 


m, (L(E)) 和 ce， 从 而 m(L(E))= 0。 最 后 ， 用 系 3.5 可 以 证 明 m (L(E))= 
det 工 | m(E); 见 下 一 章 的 问题 4。 
9. 给 出 满足 下 面 性 质 的 开 集 0 的 例子 : 0 的 闭 包 的 边界 有 正 的 勒 贝 格 测度 ， 
【提示 : 考虑 在 康 托 尔 型 集 的 构造 中 的 奇数 步 去 掉 的 开 区 间 的 并 集 ,】 
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10. 这 个 习题 给 出 了 在 区 间 [10,1」] 上 递减 的 、 逐 点 极限 不 是 黎 曼 可 积 的 正 连 续 
亲 数 列 的 构造 ， 

今 C 表示 康 托 尔 型 集合 ， 其 构造 细节 由 习题 4 得 到 ,使 得 m( C0) 这 0。 令 Fi 表 
示 [0,1] 上 的 分 段 线 性 连续 函数 ,其 中 天 


起 | 


在 C 首先 去 挥 的 区 间 的 补 集 上 构造 二 
1， 在 该 区 间 的 中 心 局 二 0， 因 而 对 所 有 
*, 0 过 (x) 三 1。 类 似 地 ， 在 C 的 第 


二 阶段 的 区 间 的 补 集 构 造 == 1， 在 这 
些 区 间 的 中 心 ,= 二 0， 因而 0 夺 F(x) 夺 三 


ys 以 这 种 方式 继续 ， 令 夺 = FF 3 Me 25 
F 《多 图 和 5 
证 明 : 


(a) 对 所 有 n 主 1 和 xe[0,1]， 有 图 5 习题 10 中 |F| 的 构造 
OSFCWIRI1 以 及 Cx) (tx) 国 
此 当 n 一 ww 村， f(x) 收 全 于 fx)。 

(b) 函数 /在 C 上 的 每 一 个 点 处 不 连续 ， 

【提示 : 注意 到 车 x eC, f(x)=1, 找到 一 个 点 列 1x,| 使 得 x, 一 x 且 
f(x, )=0.,) 


现在 |/,(x) dx 是 递减 的 ， 因此/(x) 收 敛 。 然而， 一 个 有 界 函数 是 黎 曼 可 积 当 


上 且 仅 当 它 的 不 连续 点 的 集合 测度 为 零 (对 该 事实 的 证 明 ， 问题 4 给 出 了 证 明 概 
要 )。 由 于 f 在 一 个 正 测度 集 上 不 连续 ， 我们 发 现 f 不 是 黎 曼 可 积 。 

11. 令 4 为 10,1] 的 那些 十 进 制 展开 中 没有 数字 4 的 数 所 构成 的 子 集 。 找 到 m 
(4 ) 

12. 定理 1.3 说 的 是 R 的 每 个 开 集 是 开 区 间 的 不 交 并 。 在 R",d 三 2 上 ， 其 类 
推 式 一 般 不 成 立 。 

证 其 ， 

(a) R? 的 开 圆 盘 不 是 开 和 矩形 的 不 交 并 ， 

【 提示 : 这 些 和 矩形 的 边界 会 发 生 什 么 ?]】 

(b) 开 连 通 集合 已 是 开 和 矩形 的 不 相交 并 当 且 仅 当 ,2 自身 是 一 个 开 德 形 。 

13. 以 下 是 有 关 G3 集 和 FF, 集 的 讨论 。 

(a) 证 明 一 个 闭 集 是 一 个 G5 而 开 集 是 一 个 F,。 

【提示 : 车 了 是 闭 的 ， 考虑 0; =|x;d(x,F) 达 1/n|,】 

(b) 给 出 一 个 不 是 cj 的 例子 。 

【提示 : 这 更 为 困难 ; 令 下 为 稠密 的 可 数 集 。】 

(c) 给 出 一 个 既 非 6; 也 非 R 的 博 雷 尔 集 。 


六 全 my 
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14. 本 习题 的 目的 是 阐明 有 限 多 个 区 间 的 覆盖 不 足以 定义 外 测度 mm 
R 中 集合 的 外 大 尔 当 容量 J,(E) 定 义 为 


N 
TR =inf % | | 
j=1 


其 中 inf 对 殖 的 所 有 由 有 限 个 区 间 /组 成 的 条 盖 B CU 1; 取 值 。 


(a) 证 明 对 每 个 集合 E, J， (E)== 了 ,(E)( 这 里 五 表示 户 的 闭 包 )。 
(b) 给 出 可 数 子 集 如 CL0,1] 使 得 J ,(E)==1 而 m.(E)=0 
15. 在 理论 的 初始 阶段 ， 人 们 取 和 矩形 而 非 方 体 的 覆盖 定义 。 更 确切 地 ， 我 们 


m™(E) = inf S| R;| 
j=! 


其 中 inf 对 巨 的 所 有 由 【 闭 ) 赴 形 组 成 的 可 数 徐 盖 CU R, 取 值 ， 


通过 证 明 对 R" 的 每 个 子 集 E, m, (E)=m* (5) 表明 通过 此 途径 给 出 的 测度 理 
论 与 文中 所 建立 的 相同 。 

【提示 : 用 引 理 1.1。】 

16. Borel-Cantelli 引 理 。 假 定 1 E17 是 由 R" 的 可 测 子 集 组 成 的 可 数 簇 且 


Dm(E,) 人 
k=] 


心 


=|xe R' :对 无 穷 多 个 kk,x eB,| 
= lim sup( Eb;)o 
(a) 证 明 鳌 是 可 测 的 。 
(b) 证 明 m()=0。 
【提示 : 记 E= 人 UE。 
令 |f | 为 [0,1] 上 的 满足 |f.(x)| 二 w ;a. e.x 的 可 测 函 数 序 列 。 证 明 存 在 正 
实数 序列 , 使 得 
fn(%) 
Cn 
【提示 : 选取 使 得 m( | x: [RA | 三 1/nl) 二 2-"*， 运用 Borel-Cantelli 
Wk 


—0 a, €, ws 


. 证 明 以 下 命题 : ba 
19. 这 里 是 关于 集合 运算 A+B 的 一 些 结 六 
(a) 证 明 夺 4 和 B 都 是 开 集 ， WW 二 4 请 是 开交 。 
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(b) 证 明知 4 和 B 是 闭 集 ， 则 4+8 是 可 测 的 。 

(ec) 证 明 ， 即 使 4 和 B 是 闭 集 ，4 +B 也 可 能 不 是 闭 集 。 

【提示 ; 对 于 (b), 证 明 4+58 是 已 集 。】 

20. 证 明 存 在 闭 集 4 和 8B 满足 m(4)=m(B)==0, 但 m(4+8B8) 记 0: 
(a) 在 R 上 ,， 令 4=C( 康 托 尔 集 ) ， 有 三 CZ2。 注 意 到 4+B8 二 [0,1]。 


(b) 奏 R 卡 , 车 4 三 Tx101 且 8 三 101xA 其 中 T=[0,1]); 则 4 及 #4B=IxI Y 35| 
21. 证 明 存 在 一 个 连续 图 数 将 一 个 勒 贝 格 可 测 集 映射 为 不 可 测 集 。 bs 


【提示 : 考虑 [0,1] 上 的 不 可 测 子 集 ， 以 及 它 关 于 习题 2 中 的 函数 下 的 原 象 在 
C 内 的 那 部 分 。 
22. 令 Xio 1 为 10,1] 下 的 特征 函数 ,证 明 存 在 R 上 的 无 处 连续 的 函数 /使 得 


几乎 处 处 
/(x)=———=X 0.1] (XT) 


23. 假定 R* 上 的 函数 /(x,y) 分 别 连续 ,对 每 个 同 定 变量 , /关于 其 他 变量 连 
续 。 证明/ 在 R* 上 可 测 
【提示 : 视 f 为 变量 x 的 函数 ， 用 分 段 线性 函数 /逼近 /使 得 玫 点 有 /了 ,一 /,】 
24. 是 否 存 在 有 理 数 的 数列 |7, | > ， 使 得 集合 
U (5 和 Tn 一 】 


小 三 ni 1 
在 R 上 的 补 非 空 ? 
【提示 ; 找到 一 个 数列 其 中 仅 在 二 个 固定 的 有 界 区 间 外 的 有 理 数 取 7, 的 形式 ， 
其 中 n= 二 m ，m 是 某 个 整数 ,】 
25. 以 下 是 可 测 性 的 男 一 种 定义 : 各 对 于 每 个 ee 二 0 存在 包含 于 天 的 财 集 下 满 
足 画 。( 有 -过 ss ， 则 天 是 可 测 的 - 证 明 该 定义 等 价 于 文中 给 出 的 定义 。 
26. 假定 4CECB, 其 中 4 和 B 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 。 证 明 夺 mm(4)= 
m(B)， 则 可 测 
27. 假定 启 和 6 是 R” 上 的 一 对 紧 集 ， 目 满足 El CE;, 令 a= 二 m(E1) 以 及 
b==m( E,), 证 明 对 任何 满 是 a 三 c=<=4b 的 c， 存在 紧 集 E55 满足 ECECE, 
目 m BE)=e, 
【提示 : 作为 一 个 例子 , 若 d=1 且 玉 是 L10,1] 上 的 可 测 子 集 ， 考 虑 作为 守 的 函 
数 m(EfN[O,1]),]】 
28. 令 电 为 R 的 子 集 ， 且 满足 吉 , (8) 放 0。 证 明 对 每 个 0 过 a 二 1， 存在 一 个 
开 区 间 /使 得 
不 .( 巨 门 站 三 am 07) 。 
大 致 说 来 ， 该 估计 说 明 五 几乎 包含 整个 区 间 。 
【提示 : 选取 包含 的 开 集 0, 使 得 m,(E) 三 am。,(0)。 将 0 写 为 不 相交 开 
区 间 的 可 数 并 ， 且 证 明 这 些 区 间 中 的 一 个 必须 满足 所 要 求 的 性 质 。】 
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29. 假定 瓦 是 吧 的 可 测 子 集 ， 且 满足 叉 ( 瑟 ) 这 0. 证 明 如 下 定义 的 上 的 差 集 

| 之 下 及 :一 天 = 了 对 某 个 立 , 了 了 E 巨 | 
包含 中 心 在 原点 的 开 区 间 。 

行 思 包含 一 个 区 间 ， 绪 论 是 直截了当 的 。 一般 情形 的 结论 ， 人 们 可 以 依赖 于 
习题 28 进行 证 明 。 

【提示 ;: 在 习题 28 中 ， 的 确 存 在 一 个 开 区 间 /使 得 m(Ef1) 三 (9/10)m(7) 
若 我 们 将 五 人 7 记 为 态 ， 且 假定 Bo 的 差 集 不 包含 围绕 原点 的 开 区 间 ， 则 对 任意 小 
的 wa， 集合 Ei 与 Bo +a 不 相交 。 从 (可 Bt+aCfTUGT+a)) 这 一 事实 我 们 得 到 
一 个 矛盾 ， 这 是 由 于 左边 测度 为 2m( 0)， 而 右边 测度 却 比 m(/) 稍 大 ,]】 

该 结果 的 更 一 般 叙 述 如 下 ， 

30. 若 互 和 天 可 测 ， 且 殉 ( 玖 ) 三 0, 丈 ( 玉 ) 这 0， 证 明 

E+F=|Ix+y:xeE,yerF| 
包含 一 个 区 间 ， 

31. 习题 29 的 结果 给 出 文中 研究 的 集合 w 的 不 可 测 性 的 男 一 种 证 法 。 事 实 上 ， 
我 们 也 可 以 证 明 R 中 的 集合 的 不 可 测 性 与 入 密切 相关 。 

给 定 两 个 实数 x 和 yyY， 如 同 前 面 的 处 理 办 法 ， 只 要 差 x -=y 是 有 理 数 ， 就 写作 
“~ys 令 N 表示 由 ~ 的 每 个 等 价 类 中 的 一 个 元 素 组 成 的 集合 ， 用 习题 29 的 结果 证 
明 AN 不 可 测 ， 

【提示 : 者 入 ”可 测 ， 则 它 的 平移 NN* = 二 NN” + 也 可 调 ， 其 中 | 是 Q 的 一 
个 数列 。 该 如 何 推 出 m(N" ) 二 07? N ”的 差 集 可 否 包 含 一 个 中 心 在 原点 的 开 区 间 ?]】 

32. 令 入 表示 1.3 市 末尾 构造 的 1 二 [0,1 | 的 不 可 测 子 集 ， 

(a) 证 明 若 五 是 W 的 可 测 子 集 ， 则 m(E)=0。 

(b) 若是 有 的 满足 玫 .(C)>0 的 子 集 ， 证 明 6 的 一 个 子 集 不 可 测 

【提示 : 对 于 (a)， 用 的 有 理 数 平移 ,]】 

33. 令 N 表示 文中 构造 的 不 可 测 集 。 从 上 面 的 习题 回忆 w 的 可 测 子 集 测度 

证 明 集 合 N*==1- 入 满足 m，(N*)=1,， 县 车 B= 二 入 和 = 二 NW*， 虽然 和 和 
E, 不 相交 ， 但 是 仍 有 

m,(E) +m,(b,)m,(EUE,). 

【提示 : 为 证 明 m,(N*) 三 1， 用 反 证 法 选取 一 个 可 测 集 U 使 得 UCI1,N CU 
= 

34. 令 C 和 C， 为 任意 两 个 康 托 尔 集 (习题 3 中 构造 的 ) 。 证 明 存 在 师 数 太 : 
[0,1] 一 [0,1j 满 足以 下 性 质 : 

(1 ) 下 连续 且 为 双 射 。 

(下 ) FF 单调 递增 。 
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(下 ) 将 C 满 射 到 C， 上 。， 

【提示 : 借鉴 标准 的 康 托 尔 - 勒 贝 格 消 数 的 构造 。] 

35. 给 出 一 个 可 测 孔 数 f 和 一 个 连续 函数 BB 使 得 fF 为 不 可 测 的 例子 。 

【提示 : 如 同 习 题 34, 令 BB:Ci 一 C;,， 其 中 m(C1)0 而 m(C;)= 二 0。 令 NC 
Ci 不 可 测 , 且 取 /=Xy(w) oj 

用 提示 中 所 构造 的 喇 数 证 明 存 在 不 是 博 雷 尔 集 的 勒 贝 格 可 测 集 ， 

36. 这 个 习题 给 出 了 [10,1] 上 的 可 测 函 数 f 的 例子 ， 使 得 每 个 等 价 于 了 的 函数 g 
(f 和 仅 在 一 个 零 测 度 集 上 不 同 ) 在 每 一 点 处 不 连续 。 

(a) 构造 一 个 可 测 集 五 全 [0,1] 使 得 对 于 [0,1] 的 每 个 非 空 开 子 区 间 17， 集合 五 
站 1 与 8" [71 都 具有 正 测度 。 

(b) 证 明 f=Xs 具有 性 质 : 只 要 g(x) 二 f(x)a.e.x， 则 gg 在 L0,1]j] 的 每 个 点 处 
不 连续 ， 

【提示 对 于 第 一 部 分 ， 考虑 具有 正 测度 的 康 托 尔 型 集 ， 在 它 的 构造 的 第 一 阶 
段 略 去 的 每 个 区 间 加 上 另 一 个 康 托 尔 型 集 ， 无 穷 次 重复 此 过 程 。】 

37. 假定 厂 是 R* 中 的 曲线 y= 二 f(x)， 其 中 f 连 续 , 证 明 m(T)==0。 

【 提示 : 用 和 矩形 覆 凑 厂 ， 利 用 /的 一 致 连续 性 ,]】 

38. 证 明 只 要 y 三 1,a,b5 宇 0， 就 有 (a+0)7 主 aY +07。 证 明 当 0 过 y 三 1 时 相 
反 的 不 等 式 不 成 立 。 

【 提示 : 从 0 到 45 积分 ， 比较 (a+1)77 与 的 大 小 。】 

39， 用 以 下 的 倒 回 归纳 法 建立 不 等 式 : 

i 
一 

(a) 只 要 d 是 2 的 窒 (d = 二 2",〖 宇 1)， 不等式 就 成 立 。 

(b) 车 式 (10) 对 某 个 整数 d 三 2 成立， 则 它 必 须 对 d 一 1 成立， 即 ， 
(y+ jd 一 1) 宕 (yo*Yyg-1) "对 所 有 Yj 宇 0,j=1,2,**,d=1 
成 立 ， 

【提示 : 对 于 (a)，, 车 上 宇 2, 将 (x +… +%x4)/2* 写 为 (4+B8)/2， 其 中 4 = 
(xi +…+Kir-1)/2*”"， 且 运用 d= 二 2 时 的 不 等 式 。 对 于 (b)， 运 用 不 等 式 %| = 
P+ 六 + +yy1)/(d-1).,) 


S(tg) ,wy 30, =1,2,°,d, (10) 
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1. 给 定 一 个 无 理 数 x*， 人 们 能 够 证 明 〈 如 用 铝 梨 原理 ) 存在 无 穷 多 个 分 数 p/g， 
其 中 整数 p 和 gq 互 素 使 得 
We 
Ty G 
然而 ,证 明 那 些 使 得 存在 无 穷 多 个 分 数 p/g，( 其 中 整数 p 和 9g 互 于 ) 满足 


加 
4 
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] 
| ,i 


的 xseR 的 集合 测度 为 零 。 

【提示 :应 用 Borel- Cantelli ie 

2. 任何 开 集 Q2 可 写 为 闭 方 体 的 并 ,使 得 02 二 0; 满足 以 下 性 质 : 

( i ) 这 些 0, 内 部 不 相交 。 

(站 ) d(O 407) ~, 的 边 长 ,这 意味 着 存在 正常 数 c。 和 C 使 得 c << d(0,,0)/ 
1( 0,) 壹 C， 其 中 1(0),) 表 示 Q; 的 边 长 。 

3. 找到 一 个 [0,1] 的 不 可 测 子 集 C 的 例子 使 得 m(C)==0, C 的 差 集 包 含 一 个 中 
心 在 原点 的 非 平 几 区 间 。 将 此 结果 与 习题 29 对 比 . 

【提示 : 选取 康 托 尔 集 C 一 C。 对 一 个 固定 的 cel[L -1,1]， 考 虑 平面 上 的 直线 
7 一 #4+a， 在 方 体 @=[L0,1] x10,1] 内 重复 康 托 尔 集 的 构造 。 首 先 ， 去掉 除 了 落 在 


四 个 角 上 的 边 长 为 了 的 闭 方 体 以 外 的 所 有 点 ; 接着 在 每 个 剩 下 的 方 体重 复 该 过 程 


( 见 图 6)。 所 得 到 的 集合 有 时 称 为 康 托 尔 全 。 用 向 套 的 紧 集 的 性 质证 明 此 直线 与 这 
个 康 托 尔 全 相交 。,] 


图 6 康 托 尔 人 尘 的 构造 


4. 下 面 是 “区 间 [a,5] 上 的 有 界 涌 数 是 黎 曼 可 积 的 当 且 仪 当 它 的 不 连续 点 的 集 
合 的 测度 为 零 ” 这 一 结论 的 证 明 概 要 ， 请 将 其 补充 为 一 个 完整 的 证 明 。 书 [的 附 
录 给 出 这 种 论证 方法 的 细节 。 

令 f 为 紧 区 间 J/ 上 的 有 界 函 数 ， 且 令 1(c,r) 表示 中 心 在 <c、 半 径 为 上 二 0 的 开 区 
间 。 令 osc(f,c,7) 二 sup |f(x) -f(y)| ， 其 中 上 确 界 对 所 有 x*，yeyJf 站 rc,r) 取 ， 定 
义 f 在 c 的 振幅 为 osc(f ce) 一 limosc(j cr) ， 显然 /在 ceJ 连续 当 且 仅 当 ose(f,c)==0。 

证 明 : 

(a) 对 每 个 二 0,J 中 使 得 ose(f,c) 三 2 的 点 纪 < 的 集合 是 紧 集 。 

(b) 奉 了 的 不 连续 点 的 测度 为 零 ， 则 了 是 歼 曼 可 积 的 。 

【提示 : 给 定 & 二 0, 令 4, = 二 |eeJ:osc(f,e) 宇 &|。 用 全 长 小 于 & 的 有 限 个 开 
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区 间 覆 盖 4,。 选 取 J 的 一 个 适当 的 划分 且 估 计 了 在 这 个 划分 的 上 和 与 下 和 之 差 ,】 
(ec) 反 过 来 , 若 太 在 / 上 是 黎 曼 可 积 的 ， 则 它 的 不 连续 点 的 测度 为 去。 
【提示 : f 的 不 连续 点 集 包 含 于 (4,,,。 选 取 一 个 适当 的 划分 PP 使 得 U(f,P) - 

L(f,P) 二 a/n。 证明 P 中 内 部 与 41,, 相 交 的 区 间 的 全 长 不 大 于 e。】 

5. 假定 EE 可 测 ， 满足 m(E) 二 ww ， 且 


曾 三 攻 四 区 | 下 二 六。 


厅 m(E)==m, (El)+t+m. (Ey);, 则 El 和 上 , 可 测 。 

特别 地 ， 若 天 CQ， 其 中 @ 是 有 限 方 体 ， 则 可 测 当 且 仅 当 m(Q)== mm， 
(BB) +ma (QO -BE), 

6. 选择 公理 与 良 序 原理 等 价 这 一 事实 是 下 面 内 容 的 一 个 推论 。 

人 们 首先 在 集合 上 通过 二 元 关系 二 定义 满足 下 列 性 质 的 偏 序 : 

( 1 ) .对 所 有 wek ,wxs 

(二 8) 若 x 和 YY 且 y 夺 x%， 则 %= 二 Ys 

( 诈 》 关 和 ¥， 且 疙 到 则 站 委 z。 

若 附 加 只 要 xw,， ye 就 有 x 三 7y 或 y 三 x*， 则 二 是 8 的 线性 序 。 

选择 公理 和 良 序 原理 逻辑 上 等 价 于 豪 斯 多 夫 极 大 原理 : 

每 个 非 空 偏 序 集 有 一 个 ( 非 空 ) 极 大 线性 序 子 集 。 

换 句 话说 ,大 避 是 由 二 定义 的 偏 序 ， 则 包含 一 个 非 空 的 以 三 为 线性 序 的 子 集 
F 且 使 得 者 包含 于 一 个 也 以 筷 为 线性 序 的 集合 G6， 则 = 6。 

将 豪 斯 多 夫 极 大 原理 运用 于 五 的 所 有 良 序 子 集 组 成 的 集 复 可 推出 关于 五 的 民 
序 原 理 。 然 而 ， 证 明 选 择 公 理 列 含 紧 斯 多 夫 极 大 原理 更 为 复杂 。 

7*. 考虑 R* 上 的 曲线 三 =17 一 所 x) ,0 过 x 过 1。 假设 /在 0 志 x 三 1 上 二 次 
连续 可 微 , 证 明 普 (三 + 六 ) 之 0 当 且 仅 当 工 + 丁 包含 一 个 开 集 ， 当 且 仅 当 了 不 是 线 
性 的 。 

8”". 假定 4 和 B 是 有 限 正 测度 的 开 集 ， 则 在 Brunn-Minkowski 不 等 式 (8) 中 ， 
等 号 成 立 当 且 仅 当 A 和 8B 是 是 的， 并且 是 相似 的 ， 即 存在 6 这 0 和 he R" 使 得 

A=6B+h, 
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[全 人 > 旭 

ee 在 相继 提出 的 许多 对 于 实 变量 的 实 值 函 数 的 积分 定 
义 中 ， 我 仅 保留 那些 ， 以 我 的 观点 ， 对 于 理解 积分 问题 所 经 
历 的 变革 ， 以 及 停 获 表面 上 简单 的 面积 概念 与 某 种 更 为 复杂 
的 积分 的 分 析 学 上 的 定义 的 关系 来 说 不 可 或 缺 的 定义 

人 们 或 许 会 问 是 否 有 充分 的 意愿 让 人 们 置身 于 这 样 的 复 
杂 性 中 ,而 仅 限定 在 研究 简单 定义 的 函数 是 否 会 更 好 …… 
(如 果 那 样 的话 ) 如 同 在 这 个 课程 看 到 的 ， 我们 不 得 不 放弃 
解决 许多 很 久 以 前 提出 的 ， 叙 述 很 简单 的 问题 的 可 能 性 。 正 


E.R 2 
ee 
人 Er 


本 


3 | 
ra wa 


了 


3 


有 4 二。 
ee 


4 Bg Be De 
de 


是 为 了 解决 这 些 问题 而 不 是 因为 喜爱 复杂 性 ， 我 在 这 本 书 引 
让 入 比 黎 曼 积 分 更 一 般 的 积分 的 定义 。 1 
We > 
: H. Lebesgue, 1903 区 
了 区 区 坟 生 区 雪 过 区 和 玉生 区 和 


1 勒 贝 格 积分 : 基本 性 质 与 收敛 定理 


R” 上 的 勒 贝 格 积分 的 一 般 性 概念 将 以 按部就班 的 方式 定义 ， 先 对 较 特殊 的 函 
数 类 定义 然后 依次 对 更 一 般 的 函数 类 进行 定义 。 在 每 个 阶段 我 们 将 看 到 积分 满足 诸 
如 线性 性 和 单调 性 这 样 的 基本 性 质 ， 收 敛 定理 的 证 明 意 味 着 需要 交换 积分 与 极限 ， 
在 这 过 程 结 束 后 我 们 可 以 归纳 一 个 一 般 性 的 积分 理论 。 这 一 理论 对 问题 的 进一步 研 
究 起 决定 作用 。 

我 们 分 四 个 阶段 进行 ， 逐步 进展 地 对 

1. 便 单 函数 

2. 支撑 在 一 个 有 限 测 度 集 上 的 有 界 函 数 

3. 非 负 函数 

4. 可 积 函 数 (一 般 情形 ) 。 

积分 我 们 强调 所 有 卫 数 假定 是 可 测 的 。 首 先 考虑 取 实 值 的 有 限 值 兄 数 ， 稍 后 考 
虑 扩充 值 函 数 ， 帮 至 复 值 函数 。 

第 一 阶段 : 简单 函数 

回顾 先前 的 章节 ， 简 单 函 数 g 是 有 限 和 


1 勒 贝 格 积分 ， 基本 性 质 与 收敛 定理 


N 


p(x) = YarXg, (x), (1) 


其 中 Ei, 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 ， 而 ai 是 常数 。 从 定义 引发 的 一 个 困扰 是 一 个 倍 
单 浮 数 可 以 有 多 种 方式 写成 这 样 的 有 限 线性 组 合 ; 例如 ， 对 任何 有 限 测度 的 可 测 集 
EE，0 一 lz -Xjgs。 素 运 的 是 ， 存 在 一 个 不 会 引起 歧义 的 选择 简单 函数 的 表示 ， 它 是 
自然 的 且 在 应 用 中 是 有 用 的 。 

vp 的 典范 形式 是 形 如 式 (1) 的 唯一 分 解 ， 其 中 a; 不 同 且 非 零 ， 而 集合 Bi 是 
不 相交 的 ， 

找到 gp 的 典范 形式 是 直接 的 : 由 于 ep 仅 取 有 限 个 不 同 的 非 零 值 ， 比 如 说 cl ,ez ,… 

MM 

cv， 我 们 可 以 设 请 = 二 |x:p(x) 二 oc,1， 注 意 到 集合 i 不 相交 。 因此 9 一 之 crXn, 就 


是 我 们 想 要 的 p 的 典范 形式 。 
M 


若 史 是 具有 典范 形式 q(x) 二 》 crXr 的 简单 函数 ,那么 定义 wp 的 勒 贝 格 积分 为 


| 
J) ds = cim( Fi)s 
二 1 
若是 R' 的 一 个 具有 有 限 测 度 的 可 测 子 集 ， 则 g(x)Xs(x) 也 是 一 个 简单 函 
效 ， 且 我 们 定义 
od 
为 强调 在 积分 的 定义 中 我 们 选择 和 勒 贝 格 测度 mm， 人们 有 时 把 g 的 勒 贝 格 积分 写 为 


s 


事实 上 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 将 o 在 R* 上 的 积 分 写 为 [p(x) dx 或 简单 地 记 为 je。 
命题 1.1 以 上 定义 的 简单 函数 的 积分 满足 以 下 性 质 : 


N 


( i ) 与 表示 的 无 关 性 大 4 二 J 是 9 的 任何 一 个 表示 ， 则 


区 
[= 了 Dont sn). 
( 庄 ) 线性 性 。 夺 8 和光 古 ,简单 丽 数 ， 且 a,beR， 则 
[ap + bp) =ale + ofy, 
(证 ) 可 加 性 。 若 互 和 下 是 R' 的 具有 有 限 测度 的 不 相交 子 集 ， 则 


站 十 已 
J es, 


(iV) 单调 性 。 背 gq 三 都 是 简单 函数 ， 则 
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|e 过 jy 


(V) 三 角 不 等 式 若 wp 是 一 个 简单 函数 ， 则 |p | 也 是 ， 且 


olsfiel 


证 “这些 结论 中 仅 有 第 一 个 需要 一 点 小 技巧 ， 它 断言 一 个 简单 函数 的 积分 可 以 
它 的 任何 特征 两 数 的 线性 组 合 的 分 解 来 计算 。 
假定 9 = Ya, ， 其 中 集合 应 不 相交 ， 但 我 们 不 假定 数 w 不 同 且 非 零 。 对 


jo,| 中 的 每 个 不 同 且 非 零 的 值 a 定义 二 (jE,， 其 中 并 对 那些 使 得 a 二 a 的 下 标 
取 。 注 意 到 集合 EB' 不 相交 ， 且 m(E') 二 m(E,)， 其 中 求 和 对 同样 的 那些 上 的 集 
合 进行 的 。 则 显然 p = 于 axXi ,其 中 求 和 是 对 1a | 的 不 同 的 非 零 值 取 。 因 此 


|e = am(E') = drm( Es ) ; 
k=] 
接着 ， 恨 定 9 一 避 w xz ， 这 里 不 再 假定 加 不 相交 。 我 们 通过 找到 具有 性 质 


,一 忆 B7 的 EY ,B23 ,本 “改进 ” 分 解 U Es; 集合 E (j 一 1,2,…,n) 不 相 
交 ; 且 对 每 个 k，E, = E” ， 其 中 对 那些 包含 于 5 的 E” 取 并 (这 一 基本 事实 的 
证 明 可 在 习题 1 中 找到 ) 。 现 在 对 每 个 六 令 aj” 一 于 ai， 其 中 和 式 是 对 所 有 那些 包 
合 Ey 的 的 下 标 大 取 。 则 显然 8 = 习 or Xe ， 然 而 ， 因 为 已 不 相交 这 是 上 面 
已 经 处 理 过 的 分 解 。 因 此 和 

|e=E en(E) = YE am(E) = am(E,), 


EE 
结论 ( i ) 得 证 。 
结论 〈 这) 可 利用 gp 和 少 的 任何 表示 ， 以 及 结论 ( i ) 明显 的 线性 性 质 得 到 。 
对 于 在 集合 上 的 可 加 性 ， 必 须 注意 到 车 和 不 相交 ， 则 
NEUF™AXE +XF, 
我 们 可 以 利用 积分 的 线性 性 得 到 | ,9 一 | e+ | 。 
车 宇 0 是 一 个 简单 函数 ， 则 它 的 典范 形式 处 处 非 负 ， 因 此 由 积分 的 定义 知 


| 三 0。 应 用 这 个 结论 于 少 -p， 即 给 出 想 要 的 单调 性 质 。 


最 后 ， 对 于 三 角 不 等 式 ， 仅 需 将 w 写 为 由 范 形式 wp 一 并 4 Xs, 且 观 察 到 


| | _y la | NXg,(X)o 
Cnl 


] 勒 贝 格 积分 : 基本 性 质 与 收敛 定 理 
因此 ， 将 三 角 不 等 式 应 用 于 积分 的 定义 ， 得 到 
\ 
| =| >》 arml E,) 
上 = 1 


顺便 指出 以 下 简单 事实 ,只 要 /和 g 是 一 对 几乎 处 处 相等 的 简单 丙 数 , 则 /一 | 


两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 的 积分 相等 这 一 关系 在 接 下 来 定义 的 积分 中 仍然 成 立 。 
第 二 阶段 : 支撑 在 一 个 有 限 测度 集 上 的 有 界 函 数 
-个 可 测 函 数 了 的 支撑 定义 为 所 有 /不 消失 的 点 的 集合 
supp( 门生 |x:Axz) 天 0|。 

各 只 要 wz#E,f(x) 二 0， 就 称 f 支撑 在 集合 E 上。 

由 于 /是 可 测 的 ， 因 而 集合 supp (有 也 是 可 测 的 。 我 们 对 那些 满足 m( supp (了)) 
二 % 的 有 界 可 测 函 数 感 兴趣 。 

前 一 章 的 一 个 重要 结果 (定理 4.2) 说 的 是 : 硅 f 是 以 中 为 界 且 支 撑 在 集合 E 
上 的 有 界 可 测 郴 数 ， 则 存在 简单 函数 序列 jp, | ， 每 个 g, 以 M 为 界 且 支撑 在 集合 E 
上 ， 使 得 对 所 有 x，9g, (x)==f(x)。 

以 下 关键 性 引 理 允 许 我 们 对 支撑 在 一 个 有 限 测 度 集 上 的 有 界 函 数 类 定义 积分 。 

引 理 1.2 令 j 为 支撑 在 一 个 有 限 测 度 集 已 上 的 有 界 函 数 。 大 1g,| -1 是 任何 
以 1 为 界 的 简单 表 数 序列 ， 支 撑 在 下 上 ， 且 满足 对 a e. x ,gp,(x) 一 f(x)， 则 


(1) 极限 lim |¢, 存在 。 


上 
<Y, lar |m(E,) =|1¢| g 
大 =| 


(这 ) 车 f=0 a.e. ， 则 极限 lim |¢, =0. 


证 右 在 & 上 9, 一致 收 合 于 f， 则 该 引 理 的 结论 几乎 显然 是 成 立 的 。 否则， 
回顾 碎 特 尔 伍 德 的 一 个 原理 ， 它 说 的 是 可 测 函 数 序 列 的 收 化 “接近 于 ”一 臻 收敛。 
这 个 原理 背后 的 精确 叙述 是 第 1 章 证 明 过 的 Egoroy 定理 ,这 里 我 们 将 运用 这 一 
定理 

由 于 E 的 测度 有 限 ， 给 定 e 二 0，Egorov 定理 保证 了 存在 的 一 个 ( 闭 ) 可 测 


a a ss 一 致 地 、 
于 集 A, 使 得 m\( bk -A )< 2 且 在 a EE Pn fo 因此 ， 设 p = | w， 9 则 有 


-a lS | w(x)— 两 (| 了 
=| law)— gu) lde + | | pa(#) — pn) | ds 
<| | 9, (x)- wo, (x) | dx +2Mm(E - A,) 


<| [9, (x)— w(x) | dx +2Me. 
由 一 致 收敛 性 ， 我 们 导出 对 所 有 xe A. 和 所 有 大 的 nn 与 m， 估计 | 9,(x) =p,(x)| 
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二 成 立 ， 因 而 对 所 有 大 的 与 mm， 
1 -1 |m(E)e+2Me, 
由 于 es 任意 且 m( 记 ) 二 w ， 这 证 明了 47,1 是 一 个 柯 西 序列 ， 因 此 收敛 、 这 正 是 我 们 
所 设想 的 。 
关于 第 二 部 分 ， 我 们 注意 到 若 [一 0， 通过 重复 以 上 的 论证 发 现 | 也 | 三 m(E)e 
+ Ms ， 这 就 得 到 我 们 要 证 明 的 lim 1, 一 0 
利用 引 理 1. 2 我 们 现在 能 转向 支撑 在 一 个 有 限 测度 集 上 的 有 界 陋 数 的 积分 。 对 
这 样 的 一 个 函数 我 们 定义 它 的 勒 贝 格 积分 为 
人 x ) dx = 1im [pa Cx) ds, 
其 中 ip, | 是 任何 满足 | pe,| 科 1 的 简单 函数 序列 ， 每 个 P, 支撑 在 了 的 支撑 上 ， 且 
对 几乎 处 处 的 x， 当 下 趋 癌 无 穷 时 ，p, (x) 一 /(x)。 根 据 先前 的 引 理 ， 我 们 知道 这 
个 极限 存在 


接着 ， 为 证 明 积 分 的 定义 是 ， 我 们 必须 首先 证 明 | 与 所 使 用 的 极限 序 


列 j ;| 无 天 。 因 此 假定 1w, | 是 另 一 个 简单 函数 序列 ， 它 以 杂 为 界 ， 支 撑 在 supp 
(f) 上 ， 使 得 对 a. e. x*， 当 nn 趋同 无 穷 时 ,由 (x) 一 f(x)。 夺 7, 二 9 一 沙 ,， 序 列 
ima1 由 以 2M 为 界 ， 文 撑 在 一 个 有 限 测 度 集 ， 当 郊 趋 癌 无 穷 时 ， 思 一 0a.e. 的 简单 
函数 组 成 。 根 据 引 理 的 第 二 部 分 ， 我们 可 以 得 出 这 么 一 个 结论 : 当 n 趋向 无 穷 时 ， 


| 一 0 。 因 此 ， 两 个 极限 


lim [9, (x) dx 与 lim fw (x) ds 


(存在 性 由 引 理 保证 ) 确实 相等 。 
若是 R" 的 具有 有 限 测 度 的 子 集 , f 有 界 且 m (supp(/) ) 二 w ， 则 自然 定义 


J/ dx = x) Xe(x) de 


显然 ， 硅 f 本 号 是 简单 的 ， 则 以 上 定义 的 上 与 我 们 早期 研究 的 简单 函数 的 积分 


一 致 。 这 个 推广 的 积分 的 定义 也 满足 简单 函数 的 积分 的 所 有 基本 人 性质， 
we 1.3 假定 f 和 g 是 支撑 在 一 个 有 限 测度 集 上 的 有 界 也 数 ， 则 以 下 性 质 成 立 ， 
(1 ) 线性 性 . 阁 a,beR， 则 


[af+ be =ajf+ bas 
( 让) 可 加 性 . 若 巨 和 下 是 R' 的 不 交 子 集 ， 则 


人 dy 和 |: 。 


( 这) 单调 性 . 车 /三 g， 则 


1 勒 贝 格 积分 : 基本 性 质 与 收 伍 定理 


je， 


(这 ) 三 角 不 等 式 。| yj 也 是 有 界 的 ， 支 撑 在 一 个 有 限 测度 集 上 ， 且 


pei. 
所 有 这 些 性 质 都 可 以 用 简单 函数 的 逼近 以 及 命题 1. 1 给 出 的 简单 函数 的 积分 的 
性 质 得 到 。 
我 们 现在 可 以 证 明 第 一 个 重要 的 收敛 定理 。 
定理 1.4 (有 界 收敛 定理 ) 假定 if | 是 一 个 以 WM 为 界 的 可 测 隐 数 序列 ， 文 撑 
在 一 个 有 限 测 度 集 忆 上， 且 当 7 一 o 时 ,万 (x) 一 ALz)aer，， 则 对 aex， 三 可 测 、 
有 界 、 文 榜 在 上 ; 且 当 n=*w 了 时 ; 


| = 


[= 


证 ”从 假设 我 们 马上 看 到 除去 一 个 可 能 的 测度 为 鹤 的 集合 外 ，f 几乎 处 处 以 呆 
为 界 上 且 在 外 消失 ， 显然 ,关于 积分 的 三 角 不 等 式 意 味 着 仅 需 证 明 当 n 趋 和 无穷 


时 ,坊间 ， 
该 证 明 是 对 引 理 1.2 证 明 的 重复 。 给 定 e 三 0， 由 Egorov 定理 ,我 们 可 以 找到 


的 一 个 可 测 子 集 4, 使 得 m(E -4,)<e 在 4。 上 /一 一 人 ,p， 则 我 们 知道 对 充分 大 的 
n， 满 足 对 所 有 x eA4., f(x) -f(x) | 三 2。 将 这 些 事 实 放 在 一 起 得 到 对 所 有 大 的 n， 
| Fx) -fs x )| da 大 | [F(x) -7 (x) | dx Fb |f,(x) = f(x) | dx 


< Em(E) +2Mm( 一 二 
由 于 s 是 任意 的 ， 该 定理 得 证 。 
我 们 注意 到 上 面 的 收敛 定理 说 的 是 积分 与 极限 的 交换 顺序 ， 因 为 它 的 结论 简单 
地 说 就 是 


eh] sof 
在 这 里 我 们 做 一 个 有 用 的 观察 : 车 / 宇 0 有 界 且 支 撑 在 一 个 有 限 测度 集 E 上 
是 /二 0， 则 几乎 处 处 /二 0。 事实 上 ， 若 对 每 个 整数 上 宇 1 设 BE 一 |* eB:f(*) 
174| ， 则 根据 积分 的 单调 性 上 -wx (x) 三 /(x) 这 一 事实 蕴含 有 
im(B) 短信 


因此 对 所 有 ,m( 4) 二 0， 且 由 于 |x: /x)01 二 UB4， 我 们 看 到 几乎 处 处 /二 0。 
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回 到 黎 曼 可 积 函 数 

我 们 现在 证 明 黎 曼 可 积 函 数 也 是 和 勒 贝 格 可 积 的 。 当 将 它 与 刚 证 明 的 有 界 收 化 定 
理 相 结合 时 ， 我们 看 到 勒 贝 格 积分 解决 了 引言 eile 

定理 1.5 假定 ff 在 闭 区 间 La,b] 上 年 絮 曼 可 积 上 ， 则 了 可 测 ， | 


RR 
d=| J ds 


[a,b] 


这 里 ， 左 边 的 积分 是 标准 的 黎 曼 积分 ， 而 右边 的 是 勒 贝 格 积分 
证 根据 定义 ,一 个 黎 曼 可 积 函 数 是 有 界 的 ， 比 如 说 |/(x)| 三 M， 因 此 我 们 需 
要 证 明 f 可 测 ， 进 而 建立 积分 的 等 式 。 
再 者 ,根据 黎 曼 可 积 的 定义 2， 我 们 可 以 构造 两 个 阶梯 函数 序列 | gy | 和 | ,| 
满足 以 下 性 质 : 对 所 有 xelLa,b| 与 上 三 1， 
[g(x)|M, | yl(x)| Mm, 
Bi 人 (YN) 委 pi (XE EfERE (x (x), 


KA 
Nm 

9 9 
» ) 
人 < < 


及 
lim gitin W(x d=| ma (2) 


大 一 2 | aa， 六 


依次 给 出 几 个 观察 。 首 先 ， 从 它们 的 定义 马上 得 出 对 于 阶梯 函数 黎 曼 积分 与 勒 风格 
积分 相等 ; 因此 对 所 有 大 之 1 


及 > 及 a 
| pr(x)dx =| p(x) dr, | w(x)dx=| Wi (x) dx ‘DD) 
[a,b | [a.bl] [ab |a,h| 
接 下 来 ， 右 令 
p(x)= lim pr(%) . yx)= limyrlx) 


则 有 吕 坟 /二 六 。 此 外 ,5 和 萎 都 可 测 〈 它 们 是 阶梯 函数 的 极限 ) ， 由 有 界 收 伊 定 
理 得 


timf pi (x) dx -| p(x) dx 


tm V(x) dx -| Pw) 
联 立 式 (2) 和 式 (3) 得 
£L 
| (P(x)- B(x)) dx =0, 
且 由 于 =- 由 会 0， 故 有 水 -2 大 0。 根 据 对 有 界 收敛 定理 的 证 明 的 观察 ， 我 们 得 
出 峭 -9 一 0ae ， 因 此 浅 二 = 二 fa.e: ， 这 证 明了 /可 测 。 最 后 ， 由 于 几乎 处 处 mn 
一 f/，( 根 据 定义 ) 我 们 有 


加 见 《 傅 里 叶 分 析 》 第 1 节 的 附录 。 
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从 类 
lim | pi x ) dx -| A x ) dx. 


k—s56 4a bh 
及 CL 
且 由 式 (2) 和 式 (3) 即 得 所 要 证 的 | (za)dz 一 | f(x) ds 


第 三 阶段 : 非 负 函数 

下 面 我 们 定义 可 测 且 非 负 但 不 必 有 界 的 函数 的 积分 。 重 要 的 是 允许 这 些 函 数 取 
扩充 值 ， 即 这 些 果 数 〈 在 一 个 可 测 集 上 ) 可 以 取 +% 值 。 与 此 相关 的 , 我们 回忆 
起 对 于 一 个 无 界 正 数 集 我 们 约定 它 的 上 确 界 为 + om 。 
对 这 样 的 一 个 函数 我 们 定义 它 的 (扩充 的 ) 勒 贝 格 积分 为 


NC) ads =sup|g (x) da, ‘7 
其 中 上 确 界 对 所 有 满足 0 三 g 志 /的 可 测 函 数 g 取 ， 并 且 这 里 的 g 是 有 界 的 且 支 撑 ss 
在 一 个 有 限 测 度 集 上 。 

以 上 定义 的 积分 仅 有 两 种 情形 : 上 确 界 有 限 或 者 上 确 界 无 限 。 第 一 种 情形 ， 当 


jx) dx < = 时 ,我 们 说 / 勒 贝 格 可 积 或 简单 地 可 积 。 
显然 ,若是 R” 的 任何 可 测 子 集 ， 且 f 宇 0， 则 /Xs 也 是 正 的 ， 且 我 们 定义 

[x) dr =)/(x) Xe(x) dx 

以 下 给 出 R*" 上 的 可 积 (或 不 可 积 ) 函数 的 简单 例子 : 


Rhee Pa ||, 

本 则 | | 

可 sys xeR’, 
1+|x|" 


则 恰好 当 a 二 4d 时 可 积 ， 而 ,恰好 当 ad 时 可 积 。 见 以 下 系 1.10 以 及 习题 10 
的 讨论 。 
命题 1.6 非 负 可 测 柄 数 的 积分 具有 下 列 性 质 : 
( i ) 线性 性 ， 若 /5& 兰 0， 且 oa, 1 是正 实 数 ， 则 
[af+ bg) =alf + ba: 
(ij) 可 加 性 . 车 和 F 是 R" 的 不 交 子 集 ， 且 ff 宇 0， 则 


= | 
( 道 ) 单调 性 .车 0 志 / 壹 g， 则 


p< 


(1V) 符 &g 可 积 且 0 冬 A<g， 则 /可 积 。 
(V) 硅 f 可 积 ， 则 对 几乎 每 个 x, f(x)<%。 
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(Vi) 车 /f= 二 0， 则 对 几乎 每 个 x, f(x)=0。 

证 ”前 四 个 结论 中 , 仅 有 (i) 不 是 定义 的 直接 推论 ， 我 们 用 以 下 方法 证 明 它 。 
取 a==b 二 1 并 注意 到 若 p 过 /上 且 消 过 g， 其 中 w 和 vw 都 是 有 界 的 且 支 撑 在 一 个 有 限 测 
度 集 上 ， 则 ep + 少 生 f+g， gp +y 也 是 有 界 的 且 支 撑 在 一 个 有 限 测度 集 上 上。 因此 


b+/ss<[Y+a). 
为 证 明 相 反 的 不 等 式 ， 假定 是 有 界 的 且 支 撑 在 一 个 有 限 测 度 集 上 上 上, 且 wn 三 f+gs 
硅 定义 1(*) 二 min(fA(x) ,n(x) ) 以 及 Ty 二 一 m， 堵 么 
Nf 且 me &。 
此 外 ， 7 与 m; 都 是 有 界 的 且 支 撑 在 一 个 有 限 测度 集 上 。 因 此 
Jn=| om + m2) = + fm < + les 
对 7 取 上 确 界 就 得 到 所 要 的 不 等 式 。 
为 证 明 结 论 (六 》 我 们 论证 如 下 。 假定 E, =xif(x) 宇 k|,， 以 及 EE, = 
f(x)=% | , 则 
2/xs,f2 km E,). 
因此 当 上 kw 时 ,mm(B,) 一 0。 由 于 BJyE,， 第 1 章 的 系 3.3 部 含 了 了 m (Ek,)=0 
( Vi) 的 证 明 与 定理 1.4 后 的 观察 相同 。 
我 们 现在 把 注意 力 转 向 关于 非 负 可 测 苑 数 类 的 一 些 重要 的 收敛 定理 。 为 引发 以 
下 绪 果 ， 我 们 会 问 ; 假定 /三 0 且 对 几乎 每 个 x, 了 (x)=f(x)， Js fs 是 合成 
并 ?遗憾 的 是 ， 下 面 的 例子 给 出 了 否定 的 回答 ， 这 表明 了 我 们 必须 改变 问题 的 提 法 
以 得 到 正面 的 收敛 结果 ， 


也 。 站 过 六 过 177 
学 A 


0, 其 他 ， 
则 对 所 有 x, J,(x) 一 0， 对 所 有 仍然 有 [f(x)dx 一 1。 在 这 个 特定 的 例子 中 ， 积 分 的 极 
限 比 极限 函数 的 积分 大 。 结 果 证 明 这 实际 上 是 一 般 情形 ， 正 如 我 们 现在 要 看 到 的 引 理 。 

引 理 1.7 (法 图 引 理 ) 假定 1f,| 是 一 个 满足 六 三 0 的 可 测 函 数 序列 。 若 对 
ae x , limf,(x)=f(x),， 则 


/<lim inf)y,. 
证 假定 0 委 g 科 /， 其 中 名 有 界 且 支撑 在 一 个 有 限 测度 集 忆 上。 若 设 g, 二 min(g& 
(zx) ,f(x))， 则 gg 可 测 ， 文 撑 在 EE 上， 且 g, (x) 一 g(x)a.e. ， 因 而 根据 有 界 收敛 定理 ， 


fa. = fe 


由 构造 ， 我 们 也 有 g, 三 /， 因 而 jg, 短 咏 ， 故 
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上 E lm inf|f,。 
对 所 有 & 取 上 确 界 就 得 到 所 要 的 不 等 式 。 

特别 地 ， 我 们 不 排除 /二 % 或 liminfj, 二 % 的 情形 。 

我 们 现在 可 以 立即 导出 以 下 一 系列 的 系 。 

系 1.8 假定 /是 一 个 非 负 可 测 函 数 ，|/, | 是 一 个 满足 f(x) 达 f(x) 的 非 负 可 测 
函数 序列 且 对 几乎 每 个 x, f,(x)->f(x)， 则 


lim | -| 
NY 


证 由 于 (x)</x)ae «, 对 所 有 n 有 |/, 考 |f; 因此 :4 49 
3 人 全 


lim sup|f, <|/ 
这 个 不 等 式 与 法 图 引 理 结合 证 明了 所 要 的 极限 。 
特别 地 ， 我 们 现在 能 够 得 到 关于 非 负 可 测 冰 数 类 的 一 个 基本 收敛 定理 。 它 的 叙 
述 要 用 到 下 面 的 记号 。 
类 似 于 符号 1 和 上 + 用 来 描述 集合 序列 的 递增 与 递减 ， 只 要 |f,1”_| 是 满足 对 所 
有 1， 县 lim f, (%) 3f(%)a. e. x 的 可 测 函 数 序列 ， 则 


写作 


六 人 鸭 
类 似 籽 ， 只 要 对 所 有 n 宇 1 f(x) 宇 f ,1 (x)ae: x H limf, (x) f(x)a. e. x, 则 写作 
这 fo 


系 1.9 (单调 收敛 定理 ) 假定 1f | 是 一 个 满足 f, 1f 的 非 负 可 测 函 数 序 列 ， 则 
lim |/, =|# 
单调 收敛 定理 有 下 面 的 有 用 推论 : 
系 1.10 考虑 级 数 >》 ai(x) ， 其 中 对 每 个 上 三 1,a(x) 宇 0 可 测 ， 则 
=] | 


Dy as(x)dx = fas) dx 
Kl k=1 


若 也 ai(x) dx 有 限 ， 则 级 数 六 or(x) 对 ae x 收敛。 
类 三 k=|] 


证 令 /,(x)= 于 ai(w) 与 1(x)= 了 mr(z) 。 函 数 记 可 测 , /,(x)<f w(x)， 


pa k=]1 


且 当 nw 趋同 无 穷 时 ， f(x) 一 Jw)。 由 于 


| -> Jar Ce) qs, 
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单调 收敛 定理 缠 含 
> Jar(x) ax =| ar (Xx) dxs 
k=1 k=1 


若 也 jos < = ， 则 以 上 内 容 意味 着 Pa (x) 可 积 , 根据 我 们 原先 的 观察 ， 得 出 


y ui(z) 几 乎 处 处 有 限 的 结论 


=] 
我 们 给 出 系 1. 10 的 两 个 很 好 的 说 明 。 
系 的 意义 的 第 一 个 说 明 是 它 在 Borel- Cantelli 引 理 ( 见 第 1 人 草 ， 习题 16) 的 为 
一 个 证 明 中 的 应 用 ， 它 说 的 是 奋 Ei,E,,… 是 满足 王 m(Ei) 二 % 的 可 测 子 集 族 ， 则 
属于 无 限 多 个 Ei 的 点 集 的 测度 是 零 。 为 证 明 这 个 事实 ， 令 
axX) 一 KE (x%), 


且 注意 到 点 x* 属于 无 限 多 个 E 当 且 仅 当 y ww(x) = % 。 我 们 在 Em(E,) 上 
下 


的 假设 恰好 说 的 是 > Ja(x) dx < 55 , 且 系 蕴含 了 ,ar( x) 除 一 个 可 能 的 零 测 度 集 
| k=] 


外 有 限 ， 因 此 Borel-Cantelli 引 理 得 证 。 
第 二 个 说 明 将 在 第 3 章 我 们 对 恒 同 逼 近 的 讨论 中 用 到 。 考 虑 困 数 


] 
一 一人 
Ar Pr 
0， 其 他 . 


我 们 证 明 /在 任何 球 外 , | x | 三 se， 可 积 ， 此 外 对 某 个 常数 C 二 0， 
a f(r) de 


的 确 ， 若 令 44 =|xeR ; 2‘z 之 |x| 志 2**!'g|， 且 定义 


1 
B(x) -并 co) ,其 中 a (x) 一 (2 


则 有 f(x) 志 g(x)， 因此 |/< jg。 由 于 集合 4; 是 4=f1 过 |x | 过 2| 以 因子 24e 扩 


张 得 到 的 ,根据 勒 贝 烙 测度 的 相对 扩张 不 变性 ， 有 mm(4,)==(2*g)"m(4)， 根据 系 
1. 10， 我 们 看 到 


Xa (X) , 


m( A,) (3m 起 
je=> 4 《24 =m nC 工 i 


其 中 C= 二 2m(4)。 注意 到 伸缩 不 变性 ， 事实 上 表明 


| dx = 一 | dx 
|x |>s | at £ ls] | 
也 参见 下 面 的 等 式 (7) 
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第 四 阶段 : 一 般 情 形 
若是 任意 定义 在 R” 上 的 实 值 可 测 函 数 ， 若 非 负 可 测 函 数 | 败 在 前 一 节 的 意 
义 下 是 可 积 的 ， 则 我 们 说 f 勒 贝 格 可 积 (或 仅 说 可 积 )。 
若 了 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 则 能 够 给 出 它 的 积分 的 意义 。 首 先 ， 可 以 定义 
f/*(x)= max(f(x),0) 与 ff (x)= max( -f(x) ,0) ， 
因而 f+ 和 广 非 负 且 了 * -f=f。 由 于 /- 寺 |f|， 只 要 可 积 , 则 * 和 都 可 积 。 


接 看 定义 /的 勒 贝 格 积分 为 


pee 
在 实践 中 人 们 遇 到 许多 形 如 / 一族 - 户 的 分 解 ， 其 中 用， 记 都 是 非 负 可 积 函 数 ， 
且 我 们 希望 不 管 / 如何 分 解 ， 总 是 有 


上 = 所 -大 。 
换 名 话说， 积分 的 定义 应 该 与 分 解 /= 二 fi -= 无关。 为 得 到 为 什么 是 这 样 ， 假 
定 f== gi -ea 是 其 他 的 男 一 个 分 解 ， 其 中 gi 和 gs 是 非 负 且 可 积 的 。 由 于 fi -hb = 
g1 -8g;， 我 们 有 +g = 三 g1 + 万; 但 最 后 等 式 的 两 边 都 是 由 正 可 测 函 数组 成 的 ， 在 
这 种 情形 下 由 积分 的 线性 得 到 
Nts =|a+tlhs 


由 于 所 有 涉及 的 积分 都 是 有 限 的 ， 即 得 我 们 所 要 的 疆 


| -| =|a, -|g2: 

在 考虑 上 面积 分 的 定义 时 ， 记 住 下 面 小 的 观察 是 有 用 的 : 若 我 们 在 测度 为 零 的 
焦 合 上 任意 修改 六 则 三 的 可 积 性 以 及 它 的 积分 值 不 变 。 因 此 在 积分 的 背景 下 我 们 
采用 允许 函数 在 测度 为 零 的 集合 上 没有 定义 的 约定 是 有 用 的 。 此 外 , 大 了 可 积 ， 则 
根据 命题 1.6 的 (V) 它 儿 乎 处 处 是 有 限 值 的 。 因 此， 得 益 于 以 上 的 便利 条 件 ， 
我 们 总 是 可 以 对 两 个 可 积 函 数 f 和 g 相 加 ， 这 是 因为 当 了 了 和 gg 都 取 扩 充值 而 使 得 
f+g 产 生 卜 义 的 那些 x 所 成 的 集合 测度 为 零 。 此 外 ， 注 意 到 当 谈 到 一 个 函数 时 ， 
我 们 实际 上 说 的 是 所 有 与 了 几乎 处 处 相等 的 函数 所 成 的 集合 。 

兽 单 应 用 定义 和 前 面 所 证 明 的 性 质 得 到 该 积分 的 基本 性 质 . 

命题 1.11 勒 贝 格 可 积 图 数 的 积分 是 线性 的 、 可 加 的 、 单 调 的 且 满 足 三 角 不 等 式 。 

我 们 现在 收集 两 个 结果 ,它们 目 号 很 有 教育 意义 ， 下 一 个 定理 的 证 明 也 要 用 到 。 

命题 1.12 假定 了 在 R 上 可 积 ， 则 对 每 个 e 二 0: 

( 1 ) 存在 有 限 测 度 集 8 (如 球 ) 使 得 


Ll < 
(j) 存在 6 之 0 使 得 只 要 m(E) 壕 6， 就 有 
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| Fa, 


最 后 这 个 条 件 即 熟知 的 绝对 连续 性 。 

证 ”不 失 一 般 性 ,我们 可 以 假设 7 三 0， 和 否则 ， 用 1/ 代替 /， 

对 于 第 一 部 分 ， 令 By 表示 中 心 在 原点 、 半 径 为 W 的 球 ， 注 意 到 若 fy (x)= 
fx)Xas(*) , 则 fy 宇 0 可 测 ,Jy(x) 志 fy41(*) ,上 且 limfy(x)==/(x)。 根 据 单调 收敛 定 


理 ， 有 


tm j= 
特别 地 ， 对 某 个 大 的 NN， 
2 0 和 1/- J/xs, <s, 


上 且 由 于 1 -Xp,-Xss， 这 意味 着 |/< e ， 这 就 是 我 们 着 手 要 证 的 结论 ， 


AN 
对 于 第 二 部 分 ， 同 样 假定 / 宇 0， 令 (x) 二 J(x)Xs,， 其 中 
Evy =!x: ape 
又 有 ， fw 三 0 可 测 ， jul wy) fy (RY, si B =:0, 存在 (根据 单调 收 合 定理 ) 
一 个 整数 入 二 0 使 得 
|0 -#8 3 
我 们 现在 选取 6 二 0 使 得 N86 二 a/2。 独 m(E) 二 5， 则 

= -hy | 

<|U -Fr) + [fn 


na 


这 就 完成 了 命题 的 证 明 。 

直观 上 ， 可 积 师 数 在 某 种 意义 上 说 应 该 在 无 穷 远 处 消失 这 是 由 于 它们 的 积分 有 
限 。 命 题 的 第 一 部 分 给 出 了 这 个 直觉 的 准确 含义 。 然而， 人 们 应 该 观察 到 ， 可 积 性 
不 能 保证 更 为 原始 的 当 |* | 变 大 时 的 逐 点 趋向 于 零 (见习 题 6) 。 

我 们 现在 准备 证 明 勒 贝 格 积分 理论 的 一 个 基石 ， 即 控制 收敛 定理 。 它 可 视 为 我 
们 努力 的 顶峰 ， 它 是 关于 极限 与 积分 的 交互 作用 的 一 般 叙述 。 

定理 1.13 假定 可 测 函 数 序列 |f | 使 得 当 n 趋向 无 穷 时 ,f/f (x) 一 f(x)a.e. xs 
若 |f,(x)| 三 g(x)， 其 中 &g 是 可 积 的 ， 则 


当 n 一 we 时 ,| -f| 一 0， 
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因此 ， 
村 册 一 > 本 时 ,所 人 
证 ”对 每 个 W 三 0, 令 8 一 jx:lx| 和 Ng(z) 和 NM。 给 定 s> 关 0， 如 同 我 们 先 


前 对 引 理 的 第 一 部 分 的 论证 ， 看 到 存在 N 使 得 | gs ， 则 丽 数 刻 Xz\ 有 界 〔 界 为 
AN) 县 支撑 在 一 个 有 限 测 度 集 上 ， 因 此 根据 有 界 让 敛 定 理 ， 对 所 有 大 的 下， 有 
上 fs -并 | < Be 
因此 ， 对 所 有 大 的 我们 得 到 佑 订 


A 
<] lf -f+ 2 


<E+25 一 3c。 
这 就 证 明了 匡 述 定理 ， 
复 值 函 数 
熙 了 是 定义 在 R” 上 的 复 值 函数 ， 我 们 可 以 把 它 写 为 
Js)= uw Fiv( ss) ， 
其 中 和 vw 是 实 值 了 潜 数 ， 分 别称 为 1 的 实 部 与 虚 部 。 函 数 f 可 测 当 且 仅 当 w 和 w 都 
可 测 。 若 函数 | /(x)| = 二 (w(x)* +v(x)*)'( 它 是 非 负 的 ) 在 先前 定义 的 意义 下 是 
勒 贝 格 可 积 的 ， 则 我 们 说 了 勒 贝 格 可 积 
Iu(wxw)lfl(x) 8 |v x)| fx) 
车 a,b 宇 0， 则 有 (a+65)“ 夺 a” +b ， 因 此 
fA) | ux) +lv(x)| 
作为 这 些 简 单 不 等 式 的 结果 ， 我 们 导出 一 个 复 值 函数 可 积 当 且 仅 当 它 的 实 部 与 
虚 部 都 可 积 。 接 着 我 们 定义 了 了 的 勒 贝 格 积分 为 


| x ) Ux =|u(%) dxti|o(x) da _ 


最 后 ， 若 已 是 R" 的 可 测 子 集 ， 且 /是 已 上 的 复 值 可 测 函 数 ， 若 Xe 在 了 上 
可 积 ， 则 我 们 说 /在 上 勒 贝 格 可 积 ,上 且 定 义 | /一 JPxes 
定义 在 可 测 子 集 E CC R" 上 的 复 值 可 测 函 数 全 体 构成 一 个 C 上 的 向 量 空间 。 的 
确 ， 若 f 和 g& 可 积 ， 则 /+g 也 可 积 ， 由 三 角 不 等 式 给 出 | (f+g)(x)| 志 | f(x)|+ 
1g(%)| ， 以 及 积分 的 单调 性 得 到 
hlf+el <| l/l+ [lel<e. 


OO RT TT TO TP eT AT oe TT TT 
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显然 车 aeC 且 ff 可 积 ， 则 af 也 可 积 。 最后， 在 C 上 积分 仍然 是 线性 的 。 
2 可 积 函 数 空间 工 


以 下 事实 是 关于 可 积 图 数 的 代数 性 质 的 一 个 重要 结论 : 可 积 师 数 构成 一 个 回 量 
空间 。 一 个 基本 的 分 析 事实 是 在 适当 的 范 数 下 该 向 量 空间 是 完备 的 。 
对 任何 R* 上 的 可 积 函 数 /我 们 定义 太 的 范 数 为 ” 


A = f= fl en) =ha IA) lds 


具有 以 上 范 数 的 所 有 可 积 图 数 给 出 I(R") 空 间 (稍微 不 严格 ) 的 定义 。 我 们 也 注 
意 到 fj 二 0 当 且 仅 当 几乎 处 处 /一 0 ( 见 命 题 1.6) ， 范 数 的 这 个 简单 性 质 反 映 了 
在 实践 中 已 经 采用 的 不 区 分 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 。 记 住 这 一 点 ,我 们 取 
与 (R“ ) 的 严格 的 定义 为 可 积 函 数 的 等 价 类 的 空间 ， 这 里 当 两 个 函数 几乎 处 处 相等 
时 我 们 定义 它们 等 价 。 然 而 保留 (不 严格 ) 术语 : 称 一 个 元 素 feL(R") 是 一 个 可 
积 了 图 数 向 第 是 方便 的 ， 昌 然 它 仅仅 是 一 个 这 样 的 图 数 的 等 价 类 。 注 意 到 根据 以 上 的 
讨论 ， 对 于 元 素 feL(R”)， 可 以 选取 它 的 等 价 类 里 的 任何 可 积 函 数 来 合理 地 定义 
它 的 范 数 |f。 此 外 ，L'(R") 继 承 了 向 量 空间 的 性 质 。 下 面 的 命题 概括 了 这 个 事 
实 以 及 其 他 可 以 直接 得 到 的 事实 。 

命题 2.1 假定 /和 g 是 L(R") 中 的 两 个 函数 ， 

(i ) 对 所 有 aeC,|afl wno=|al los 

(C1) f+galy, Ll( RW) SS Ia Rit RD)+ ga (RM)': 

(和 H》 |/ 上 vem 二 0 当 且 羽 当 ==0a. 6 。 

(1V Nalf ey)= | f= | PR 定义 了 B (R”) 上 上 隶 一 个 度量 

在 (MY) 中 ,我 们 指 的 是 d 满足 以 下 和 条件， 首先， 对 所 有 可 积 困 数 广 和 8， 
d(f ,8) 宇 0, 有 A(f,8)=0 妆 且 仅 茹 三 ga ea 其 次 ,d(f,8) 二 dl(8,f), 最 后 , dd 
满足 三 角 不 等 式 

对 所 有 f,g,hel (R"), d(f,g)< a h) +d(h,g) 

具有 度量 d 的 空间 也 称 为 完备 的 ， 行 对 了 下 的 每 个 柯 西 (Cauchy) 列 x | 
( 即 ， 当 大 ,一 ,dz ,i) 一 0) 都 存在 xeV 使 得 当 上 yw 时 ， 在 d(x,x*) 一 0 的 意 
义 下 有 limw = 

一 且 我 们 建立 了 下 面 这 个 重要 的 定理 ， 我们 将 黎 曼 可 积 果 数 空 间 完 备 化 的 这 
主要 目标 就 实现 了 。 

定理 2.2 (Riesz-Fischer) 向 量 空间 L 在 它 的 度量 下 是 完备 的 。 

证 ”假定 1f, | 是 该 范 数 的 柯 西 列 ， 因 此 当 n，m 一 we 时 ，f -jf 一 0。 证 明 


昌 ”本 章 我 们 考虑 的 范 数 只 是 - 范 数 ， 因 此 我 们 常常 将 | fm， 写 为 ef 在 后 面 我 们 有 时 会 考虑 ， 


其 他 范 数 ， 相 应 地 我 们 会 修改 记号 。 


室 可 积 函 数 空间 上 


的 计划 是 抽出 1/, | 的 一 个 逐 点 以 及 依据 这 个 范 数 收 化 到 f 的 子 列 。 

在 理想 的 情况 下 我 们 有 1f,| 几乎 处 处 收敛 到 一 个 极限 /， 且 我 们 将 接着 证 明 该 
序列 在 该 范 数 下 也 收敛 到 广 遗憾 的 是 ， 对 一 般 的 柯 西 列 几 乎 处 处 收敛 不 成 立 〈 见 
习题 12) 。 然 而 ， 要 点 是 若 在 该 范 数 下 的 收敛 足够 快 ， 则 几乎 处 处 收敛 是 一 个 必然 
结果 ， 而 这 可 通过 处 理 原来 序列 的 一 个 适当 的 子 序列 来 实现 。 
的 确 ， 考 虑 1/, | 满足 以 下 性 质 的 子 序列 | 上: 

对 所 有 上 之 1 , | f, -fe 专 2 

这 样 的 子 序列 的 存在 性 由 只 要 n,m 宇 N(s) 就 有 |f, -f,1 三 s 这 一 事实 保证 ， 因 
此 仅 需 取 ni = N(2-*)。 

我 们 现在 考虑 级 数 


Ha) = (8) +S (f(z) = A (2)) 
k=1 


= 
sts) = Cx)l# SS | 天 【一 下 tx}|, 
到 
注意 到 


jal+t Ef -tl<| lt E27 < 
由 于 单调 收敛 定理 蕴含 g 可 积 ， 且 由 于 1/ 三 g， 因此 也 可 积 。 特 别 地 ， 用 
于 定义 的 级 数 几 乎 处 处 收 全 ， 且 由 于 这 个 级 数 的 部 分 和 恰好 是 (根据 释 缩 级 数 
的 构造 ) ， 我 们 发 现 
fu (xf(%) au ee 
为 证 明 在 L' 上 也 有 /, 一 f， 我 们 简单 观察 到 对 所 有 ,|/-f, | 三 g。 运 用 控制 
收敛 定理 得 到 当天 趋向 无 穷 时 ，|/， -让 | w 一 0。 
最 后 ， 证 明 的 最 后 一 步 的 关键 在 于 1 及 } 是 柯 西 列 这 一 事实 。 给 定 E 过 0， 存 在 
N 使 得 对 所 有 n,m 宇 N 有 | 大- 万 1 和 和 se2， 知 选取 nw 使 得 难关 N， 且 
1 和 = 入 sX2， 则 三 角 不 等 式 缆 含 只 要 mm 二 
I= 
因此 1f,1 在 L 中 有 极限 /， 而 定理 的 证 明 就 完成 了 。 
由 于 每 个 依 范 数 收敛 的 序列 是 该 范 数 下 的 柯 西 列 ， 从 上 述 定 理 的 证 明 中 得 到 下 
面 的 系 。 
系 2.3 车 |f,1”_1 在 L' 收 化 到 f， 则 存在 一 个 子 序列 1/, 1 21 使 得 
fn (I(x) a. €. Yo 
对 于 可 积 函 数 答 G， 若 对 任何 feL!' 和 e>>0， 存在 gsC 使 得 | -gl nn< ae， 
则 说 6 在 L 中 稠密 。 幸 运 的 是 ,许多 我 们 熟悉 的 函数 簇 在 L' 中 稠密 ， 我 们 在 下 面 


| 
| 
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的 定理 中 描述 一 些 这 样 的 簇 。 这 些 禾 在 人 们 面 对 证 明 涉 及 可 积 耻 数 的 某 个 事实 或 等 
式 的 问题 时 是 有 用 的 。 在 这 种 情况 下 一 个 普 壳 性 的 原则 适用 对 于 一 些 作 了 限制 的 
国 数 类 (如 出 现在 下 面 定理 的 那些 函数 类 )， 我 们 想 要 的 结果 常常 较 容易 先 被 证 
明 ， 在 此 基础 上 用 稠密 性 (或 极限 ) 的 论证 方法 得 到 一 般 性 的 结果 ， 

定理 2.4 以 下 函数 簇 在 L1'(R") 中 稠密 : 

( 1 ) 人 简单 函数 

(j) 阶梯 函数 . 

(下 ) 紧 支 撑 的 连续 函数 。 

证 今 f 为 R”" 上 的 可 积 函 数 。 首 先 ， 可 以 假设 } 是 实 值 的 ， 因 为 我 们 能 够 独 
立地 通 近 它 的 实 部 与 虚 部 。 若 是 这 种 情况 ， 可 把 1 写 为 /==/*-f ,其 中 f*, 广 三 0， 
现在 仅 需 对 f 宇 0 的 情况 进行 证 明 。 

关于 ( 1 ), 第 1 章 的 定理 4.1 保证 了 递增 地 逐 点 趋 回 于 了 的 非 久 简单 也 数 序 
列 ig4| 的 存在 性 。 根 据 控 制 收 敛 定理 (或 其 至 简单 的 单调 收敛 定理 ) 有 

ko , | ff- pil 06 

因此 存在 在 L 范 数 下 任意 接近 了 的 简单 函数 ，。 

对 于 〈i)， 我 们 首先 注意 到 根据 (1 ) 仅 需 用 阶梯 冰 数 过 近 简 单 图 数 ， 前 已 
述 及 简单 旺 数 是 有 限 测 度 集 的 特征 图 数 的 有 限 线性 组 合 ， 因 此 仅 需 证 明和 看 天 是 这 
样 的 集 ， 则 存在 阶梯 隐 数 小 使 得 Xs -上 消 上 4 小 。 然 而， 该 论证 方法 已 经 在 第 1 章 


W 

的 定理 4.3 的 证 明 中 实施 。 的 确 ， 存 在 几乎 不 相交 的 矩形 能 | 避 | 满足 m(BAU 

RR) 过 2c。 因 此 Xe 与 少 = ZX 至 多 在 一 个 测度 为 2e 的 集合 上 不 同 ， 作 为 一 个 结 
Xn 


果 我 们 发 现 Xp -wl 1 二 28。 
根据 ( 庄 )， 仅 需 在 当 / 是 矩形 的 特征 隐 数 时 建立 ( 进 )。 在 一 维 情 形 时 ， /是 
区 间 [a,b] 的 特征 函数 ,我们 可 以 选取 线性 的 分 段 连 续 清 数 g: 


st)=| z i 
0,x 三 a-e 或 x 宇 b+e 
由 于 g 在 La-e,aj] 以 及 [b,b+z] 上 线性 ， 于 是 f=-g| 上 | 二 2e。 在 d 维 情形 时 ， 仅 
需 注 意 到 和 矩形 的 特征 函数 是 区 间 的 特征 函数 的 乘积 ， 则 所 需要 的 紧 支 撑 的 连续 了 消 数 
仅 是 如 同 以 上 定义 的 函数 g 的 乘积 。 

以 上 对 LI1(R") 成 立 的 结果 可 直接 推广 到 R" 被 任何 正 测 度 的 固定 子 集 已 代替 
的 情形 。 事 实 上 ,若是 这 样 的 子 集 ,， 我 们 能 够 定义 L (EE) 有 是 对 它 实施 类 似 于 
L(R”) 的 论证 。 然 而 更 好 的 是 ,我 们 将 EE 上 的 隐 数 1 通过 下 面 方式 延 拓 : 在 EE 上 
设 / 一 /而 在 大 上 设 / 一 0 ， 且 定义 上 fas 十 funcns)， 则 类 似 于 命题 2.1 与 
定理 2.2 的 结果 对 空间 L (5) 也 成 立 。 

不 变性 质 

邻 f 为 定义 在 R” 上 的 可 积 函 数 ,， /通过 向 量 he R" 的 平移 是 函数 /。 它 定义 


1 .a x Sb, 


2 可 积 函 数 空间 上 


为 /,(x) 三 A(x -hh)。 这 里 我 们 要 考察 可 积 函 数 的 平移 的 一 些 基 本 性 质 。 
首先 是 积分 的 平移 不 变性 。 它 可 以 用 如 下 的 方式 叙述 : 奋 了 是 可 积 图 数 ， 则 六 
也 是 ， 且 


ial -dz 一 Kx)dx 。 (4) 


我 们 首先 对 f=Xjs， 妈 可 测 集 5 的 特征 函数 ， 检 验 这 个 断言 。 显 然 f =Xs,， 其 
中 态 , 二 |x+h; xeEl， 因为 m(E;)=m(E)( 见 第 1 章 第 3 节 ) 这 个 断言 成 立 。 作 
为 线性 的 结果 , 式 (4) 对 所 有 简单 函数 成 立 。 现 在 阁 f 非 负 ， 且 19, | 是 递增 逐 点 
ae 欧 条 于 /的 简单 昂 数 序列 ，( 前 一 章 的 定理 4.1 保证 了 这 样 的 序列 的 存在 性 ) 
则 | (yg, ),1 是 一 个 递增 逐 点 趋向 于 fi 的 简单 函数 序列 ， 且 单调 收敛 定理 蕴含 式 (4) 


作为 它 的 特殊 情形 。 因 此 ， 车 /是 复 值 且 可 积 , 则 有 [| /x -A)| dx 二 上 (x)| dx ， 这 


表明 feL(R"), 也 有 中 /中 == 上 1 。 从 这 些 定义 ,我 们 得 出 结论 : 只 要 feL， 
式 (4) 就 成 立 。 

顺便 指出 ， 利 用 勒 贝 格 测度 在 扩张 与 平移 下 的 相对 不 变性 ( 见 第 1 曹 第 3 市 ) 
人 们 用 同样 方法 可 以 证 明 : 大 /可 积 ， 则 f(6x) ,65 二 0 与 放 -xz) 也 是 可 积 的 ， 且 


5 Ox ) dx = x) dx 而 |/ — %)dx =| f(s)ds 8 6S 


为 应 用 方便 起 见 ， 下 面 我 们 介绍 以 上 不 变性 质 的 两 个 有 用 的 推论 : 

( i) 假定 /和 gg 是 一 对 R* 上 的 可 测 函 数 ， 使 得 对 某 个 固定 的 xeR” ， 聘 数 
y 一 J/(y)g(x-7) 是 可 积 的 。 作 为 一 个 结果 ， 请 数 y 一 f(y)g(x 一 yY) 也 是 可 积 的 
且 有 


| v= y= ANECY ~ ap (6) 


Rd 


这 个 等 式 可 从 式 (4) 和 式 (5) 通过 用 x -7 代替 y 的 变量 替换 得 到 ， 注意 到 
这 种 蔡 换 是 平移 与 反射 的 组 合 。 

左边 的 积分 记 为 (f/f*g) (x)， 它 定义 为 1 和 gg 的 卷 积 。 因 此 式 (6) 表明 了 卷 
积 的 交换 性 。 

(ji ) 利用 式 (5) 对 所 有 二 0 有 


a 1x _ d; 
只 要 ag 之 dd， 就 有 | og | (7) 
xl |xwl® lal>1 |x| 
人 要 ]: d 
只 费 a<<d ,就 有 | i er (8) 
Ixl<s |x|" |xl! |x|” 


根据 出 现在 系 1. 10 后 的 论述 人 们 也 可 以 看 到 积分 | i IC 本 本 | a 


， 
1 
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(分 别 当 a 二 d 与 a 二 d 时 ) 有 限 。 

平移 与 连续 性 

我 们 接着 考察 /的 连续 性 质 如 何 与 f 随 h 变化 的 方式 发 生 联系 。 注 意 到 对 任意 
给 定 的 xeR”， 当 ho0 时 ， (x) 一 (x) 这 一 投 述 等 同 于 /在 x 处 的 连续 性 . 

然而 对 一 般 的 可 积 图 数 几 即便 在 一 个 堆 测 度 集 上 修改 它 的 值 ， 也 可 能 在 每 个 
x 处 都 不 连续 〈 见 习题 15)。 虽然 如 此 ,还 是 有 一 个 在 该 范 数 意义 下 对 每 个 /el 

(R”) 都 成 立 的 总 体 连续 性 。 
命题 2.5 假定 /e 4 (R")， 则 z 
当 天 一 0 了 时。 (hh -Fla—0。 
该 命题 的 证 明 是 定理 2.4 给 出 的 用 紧 支 撑 的 连续 函数 通 近 可 积 函 数 的 简单 推 
论 。 事实 上 ， 对 任何 z 二 0， 我 们 能够 找到 一 个 函数 g 满足 有 Ag 过 es。 现在 
jy = -8 TB (fs 

然而 ，|f; -& = 二 上 f-g| 二， 由 于 gg 是 连续 的 旦 具有 紧 支撑 ， 显 然 有 


当 h 0 时, || g,; -gg| 一 人 [g(x — hh) = g(x) | 赵 一 0 。 


因此 车 | 大 | 入 585， 其 中 5 充分 小 , 则 1 8 -gz 过 =， 作为 一 个 结果 ， 只 要 | 大 | < 5， 
就 有 | 态 -f=3e。 


3 Fubini 定理 


在 初等 微 积 分 中 多 变量 连续 函数 的 积分 的 计算 常常 通过 累 次 计算 一 维 的 积分 来 
实现 。 我 们 现在 将 从 R" 中 的 勒 贝 格 积分 的 一 般 观 点 检验 这 个 重要 的 分 析 策 略 ， 并 
会 过 到 许多 有 趣 的 问题 ， 

一 般 的 ， 可 以 将 R” 写 为 乘积 

R= 

其 中 d= 二 dj +d;, 且 di, dd; 宇 1。 

R” 中 的 点 取 (x,y) 的 形式 ， 其 中 xeR" 而 y pt 

记 住 了 R” 的 这 样 一 个 分 解 ， 通 过 固定 一 个 变量 而 得 到 的 截面 的 一 般 概 念 ( 理 
解 起 来 ) 就 变 得 自然 。 若 /是 R"' xR" 的 函数 , f a ye 有 “的 截面 是 变量 x e 
R… 的 函数 户 ， 它 由 R 

六 《二 二 所 区 交 ) 
给 出 。 类 似 地 ， 对 固定 的 xe R", 了 的 截 
面 是 (7Y)=f(x, 7). 

在 集合 EC R" xR" 的 情形 ， 定 义 它 
的 截面 为 

及 7 一) 学 所 R"';:(x,y) ee 万 | 与 bE =1ye 


Ri:.(x,y)eEl|, 图 ! 集合 5 的 截面 局 和 五 (对 固定 的 x 和 7y) 


3 ”Fubini 定理 

几 图 1 的 说 明 ， 

3.1 定理 的 叙述 与 证 明 

显然 下 面 的 定理 不 是 完全 百 稚 了 当 的 ， 这 从 它 的 叙述 中 产生 的 第 一 个 困难 可 看 
出 ， 它 涉及 问题 中 的 函数 与 集合 的 可 测 性 。 事 实 上 ， 即 使 在 R 上 是 可 测 的 ， 由 
假设 也 不 能 推出 对 每 个 y 截面 户 在 R… 上 是 可 测 的 ; 相应 的 结论 对 可 测 集 也 不 成 
立 : 对 每 个 了 稚 面 友 可 能 不 可 测 。 一 个 容易 理解 的 例子 产生 于 R- 中 。 把 一 个 一 维 
的 不 可 测 集 放 在 x 轴 上 ; 集合 五 在 R 上 的 测度 为 零 ， 但 对 于 y 王 0， 惨 不 可 测 。 
然而 ， 笠 运 的 是 ， 对 几乎 所 有 和 鹤 面 来 说 可 测 性 是 成 立 的 。 

以 下 是 主要 定理 。 根 据 定 义 所 有 可 积 图 数 都 是 可 测 的 。 

定理 3.1 假定 的 sx,y) 在 了 及" xR2- 上 可 积 ， 则 对 几乎 每 个 yeER:， 

(1) 截面 广 在 R2 上 可 积 ; 
(这 ) 出 人 PCx)asx 定义 的 函数 在 Re 上 可 积 。 
此 外 ， 

( 这) [| a fxsy) dx)dy = af 

显然 ， 该 定理 关于 x 和 yy 对称。 我 们 也 可 以 得 出 对 a. e.x, 大 在 R“* 上 可 积 。 此 


外 ,| f(y) dy 可 积 且 


特别 地 ，Fubini 定理 说 的 是 /在 R 上 上 的 积分 可 以 通过 累 次 计算 低 维 的 积分 来 
计算 ;而且 累 次 积分 可 以 以 任何 次 序 进行 : 


be | wa x,y) dx a ls | id x»y) dy) Wr Rd 

首先 可 以 假设 了 是 实 值 的 ， 这 是 由 于 该 定理 可 应 用 于 复 值 函数 的 实 部 与 虚 部 。 
接 下 来 给 出 的 Fubini 定理 的 证 明 是 一 个 由 六 个 步 又 组 成 的 系列 。 令 大 表 示 满 足 定 
理 的 三 个 结论 的 R' 上 可 积 函 数 的 集合 。 下 面 着 手 证 明 41(R")C F。 

我 们 首先 表明 天 在 诸如 线性 组 合 《〈 第 一 步 ) 和 极限 的 运算 (第 二 步 ) 下 封 
由。 接 大 开始 构造 下 中 的 消 数 禾 。 由 于 任何 可 积 函 数 是 简单 函数 的 “极限 ”， 而 简 
单 函数 是 有 限 测度 集 的 特征 函数 的 线性 组 合 。 因 此 目标 很 快 就 转 癌 证 明 只 要 是 
R" 的 具有 有 限 测度 的 可 测 子 集 ， 则 Xs 属于 天。 为 实现 这 个 目标 ,我 们 首先 从 和 矩形 
开始 且 逐 步 进 行 到 Cs 型 集合 〈 第 三 步 ) 、 零 测度 集 (第 四 步 )。 最 后 通过 极限 论证 
表明 所 有 可 积 函 数 属于 下。 这 就 完成 了 Fubini 定理 的 证 明 。 

第 一 步 ， 丰 中 的 函数 的 任何 有 限 线性 组 合 也 属于 三。 

的 确 ， 令 jeIC F 对 每 个 大 存 在 测度 为 零 的 集合 4 CR2 使 得 只 要 ye& 


4 有 民 在 及 "可 积 。 接 着 ， 若 4 i 4A;， 集 合 4 的 测度 为 零 ， 在 4 的 补 集中 ， 对 应 
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于 这 些 fi 的 任何 有 限 线 性 组 合 的 y- 截 面 是 可 测 的 ， 也 是 可 积 的 。 根 据 积分 的 线性 
性 ， 我 们 得 出 这 些 f 的 任何 有 限 线 性 组 合 属于 和 丰 。 
第 二 步 ， 假 定 1f1 是 下 中 的 可 测 函 数 序列 ， 使 得 ff 或 4f， 其 中 f( 在 R” 
上 ) 可 积 ， 则 feFf。 硅 需要 的 话 用 fh 代 蔡 有， 我 们 注意 到 仅 需 考虑 递增 序列 的 情 
形 。 用 一 fi 代替 用 ， 也 可 以 假定 非 负 。 现在 由 单调 收敛 定理 的 一 个 应 用 ( 见 
系 1.9) ， 得 到 
lim 人 Ji(x,y) drdy 一 和 f(x,y) dxdy 。 (9) 
根据 假设 ， 对 每 个 上 存在 集合 4| CR: ， 使 得 只 要 ye4, 庆 在 Re 上 可 积 。 
行 4 =U A:， 则 在 R2 上 ，m(4) 王 0， 且 若 ye4， 则 对 所 有 上 万 在 R" 上 可 积 ， 
根据 单调 收敛 定理 ， 我 们 发 现 当 大 趋 问 无 穷 时 ， 
gi(y) 一 ,过 (x)dx 递增 趋向 于 极限 g(7y) =| ,F(x)ds 和 
根据 假设 ,每 个 g,(y) 可 积 ， 因 此 再 次 应 用 单调 收敛 定理 得 到 
| 当下 一 om 时, 上， gx(7) dy = 8(7) dy (10) 
根据 f, e 了 的 假设 ， 有 
ds gr(y)dy =| A x,y) dxdy 。 
将 上 式 与 式 (9) 和 式 (10) 联 立 ， 得 到 
g(y)dy =| A x,y) dxdy 。 
由 于 f 可 积 ， 积 分 的 右边 有 限 ， 这 证 明了 g 可 积 。 因 此 g(y)<=w，a. e.y， 因 此 
对 a. esys 户 可 积 ; 且 
ha (hs fs9) adr) dy =h fC) drdy 


这 证 明了 我 们 想 要 的 fe 三 。 
第 三 步 ， 任 何 有 限 测度 的 6G; 型 集合 的 特征 函数 属于 大。 
我 们 按 结论 的 适用 范围 逐步 扩大 的 顺序 依次 进行 。 
(a) 首先 假定 是 R" 中 的 一 个 有 界 开 方 体 ， 使 得 E= 二 0 x 0;，， 其 中 0, 和 0， 
分 别 是 R%" 和 R“ :的 开 方 体 。 则 对 每 个 y 函数 Xs(x,y) 关 于 x 可 测 且 可 积 ， 并 有 
Wy 
g(y) =| wasn 本 


因此 ,g ==| 0, | Xo 也 是 可 测 且 可 积 ， 并 满足 


wyY) dy = | 0Q1|| 0Q,| 0 


3 Fugini 定 建 


由 于 已 有 | ,Xe(x,y)dxdy 一 | 巨 | 一 | @ 1| Qs | ,从 而 导出 Yes 丰 。 

(b) 现在 假定 已 是 某 个 闭 方 体 边界 的 子 集 ， 则 由 于 R* 中 一 个 方 体 的 边界 的 测 
度 为 0， 故 有 | ,Xe(x,7)dxdy 一 0 。 

接着 ， 我 们 在 考察 了 多 种 可 能 性 以 后 ， 注 意 到 对 几乎 每 个 y， 截 面 柬 在 R4 上 
的 测度 为 0， 因 此 和 在 g(y) 王 | ，Xg(x,y)dx, 则 有 g(y) 二 0,a.e. yo 作为 一 个 结果 ， 


Rd 


人 eg(7)dar 一 0, 因 此 Xse。 


(c) 假定 现在 E 是 内 部 不 相交 的 闭 方 体 的 有 限 并 ， pl) Q;， 则 若 Q4 表 示 Q， 
的 内 部 ， 我 们 可 以 将 Xs 写 为 XG 与 Xi 的 线性 组 合 ， 其 中 hi 是 Q; 的 边界 的 子 集 ， 
k= 二 1 ,2,…,K。 根据 先前 的 分 析 ， 我 们 知道 对 所 有 ,Xo 与 Xj 属于 天 且 由 于 第 
一 步 保 证 了 天 在 有 限 线 性 组 合 下 封闭 ， 从 而 得 出 Xs e 下 这 是 我 们 想 要 的 。 

(d) 接 看 我 们 证 明 夺 是 开 集 且 具 有 有 限 测 度 ， 则 Xs e 下 这 可 以 从 前 面 情 
形 取 极 限 得 到 。 的 确 ， 根 据 第 1 章 的 定理 1.4， 我 们 可 以 将 EE 写 为 几乎 不 相交 的 闭 
方 体 的 可 数 并 

5 一 U oi。 
; j= 

因此 ， 首 令 fi = 2 Xo, ; 则 函数 fi 递增 地 趋向 于 f=Xs， 由 于 m(E) 有 限 它 是 可 
只 的 s 因此 ， 由 第 二 步 可 以 得 出 Fe 

(e) 最 后 ,若是 有 限 测度 的 Cs 型 集合 ， 则 Xp ss 的确 ,根据 定义 ， 存 在 
开 集 0, ,0,,… ,使 得 

5 一 人 0 
由 于 五 具有 有 限 测度 ， 存 在 有 限 测度 的 开 集 0 满足 一 COu。 若 令 
0 一 00 NA 0,, 

则 会 有 一 个 递减 的 有 限 测度 的 开 集 序列 0, 汪 0, 忆 … 满 足 互 一 们 0。 

因此 ， 函 数 序 列 f; 一 Xo ,递减 趋向 于 了 =Xzr， 且 根据 上 面 的 (d) 对 所 有 上 大 ， 
Xv, e 下， 由 第 二 步 ， 得 出 Xs 属于 开 。 

第 四 步 ， 奉 五 的 测度 为 零 ， 则 Xp 属于 FF。 

的 确 ， 由 于 E 可 测 ， 可 以 选取 Gs 型 集合 6 满足 ECG 且 m(G)==0 ( 见 第 1 
曹 系 3.5)。 由 于 Xsek( 根 据 先 前 步骤 )， 我 们 发 现 


| ,1 Rd Xo (x,y) dx) dy | Xe 一 0。 


* ere 
62 % 


可 是 ， 


因此 对 a. e. y， 
Xcel(x,y)dx=0, 
从 而 ,对 a. e.y 截面 @ 测度 为 0。 久 CC G6’ 表明 对 a.e.y， BEB? 测度 为 0， 且 对 
g, ©, YY bs Xe(x,y)dx 二 0。 因 此 
bt Rd XE(%,y) dx) dy Si Rd Xpo 
从 而 Xs e 大 ， 这 是 我 们 要 证 的 。 
第 五 步 ， 若 是 R" 的 有 限 测度 的 可 测 子 集 ， 则 Xs 属于 天。 


为 证 明 这 一 点 ， 首 先 回 顾 存 在 有 限 测 度 的 565 型 集合 6G, 满足 ECC 有 上 且 mm(C- 
及) 一 0 由 于 


AgE— Ke 一 发 攻 = 六 

且 了 在 线性 组 合 下 封闭 ， 故 pe 天 ， 这 是 我 们 需要 的 ， 

第 六 步 ， 这 是 最 后 一 步 ， 它 包含 以 下 内 容 : 车 f 可 积 , 则 fe 。 

注意 到 /有 分 解 j 一 广 -f/- ， 其 中 /*, /- 都 是 非 负 且 可 积 ， 因 此 由 第 一 步 可 以 
假定 本身 非 负 。 由 前 一 音 的 定理 4.1， 存 在 递增 趋 于 f 的 简单 函数 序列 jw,)。 则 
于 每 个 p, 是 有 限 测度 的 可 测 子 集 的 特征 函数 的 有 限 线性 组 合 ， 根 据 第 一 步 与 第 五 
步 有 wm, e 下 因此 根据 第 二 步 fe 下。 

3.2 Fubini 定理 的 应 用 

定理 3.2 假定 f(x,y) 是 R"xRe 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 对 几乎 每 个 ye R4 ， 

( i ) 截面 f° 在 R4 上 可 测 。 

(这 ) 由 人 产 (x)ds 定义 的 函数 在 RSA 上 可 测 。 

此 外 ， 

(1) 在 扩充 的 意义 下 ， 1 ed flx,y) dr)dy =| fxsy Ydrdy, 

在 实践 中 ， 该 定理 常常 与 Fubini 定理 共同 使 用 2。 的 确 ， 假 定 对 给 定 的 R” 上 
的 可 测 函 数 / 需 计算 | ,/ 。 为 判定 使 用 累 次 积分 的 合理 性 ,我 们 首先 将 当前 的 定理 
应 用 于 |/| 。 运 用 它 ， 我 们 可 以 自由 地 计算 〈 或 估计 ) 非 负 函数 | 了 | 的 累 次 积分 。 
车 这 些 是 有 限 的 ， 定 理 3. 2 保证 了 /是 可 积 的 ， 即 | |/| <w。 则 验证 了 Fubini 定理 
的 假设 ， 因 而 在 f 的 积分 计算 过 程 中 我 们 可 以 用 该 定理 。 

证 考虑 截断 


OO ”定理 3.2 由 Tonelli 提 出 然而， 如同 定理 3.1 与 系 3.3,， 我 们 简单 地 将 它 称 为 Fubini 定理 


3 Fubini 定理 


fn) A 
} 0 其 他 。 

每 个 是 可 积 的 ， 根 据 Fubini 定理 的 (i) 部 分 ,存在 测度 为 0 的 集合 Ei CC 
R" 使 得 对 所 有 yeE" 上 截面 认 (x) 可 测 。 车 设 记 sy ， 则 对 所 有 ye Ek” 和 所 及， 


户 (x) 可 测 。 而且，m(E) 二 0。 由 于 廊 1 户 ， 根 据 单调 收敛 定理 可 知 在 ye 五 ， 则 
当 no 入 z 时 ,| ， J bx,y) dx 1 L A Ny) dx 


再 次 根据 Fubini 定理 ， 对 所 有 y e 8* ,|， Ai(x,y)dx 可 测 , 因 此 | ， Kx,y)dx 也 
可 测 。 单 调 收敛 定理 的 另 一 个 应 用 给 出 


hal a oy) dx | pn ( af (x7) dx | dy - CTLY 
根据 Fubini 定理 的 〈 下 ) 部 分 我 们 知道 
人 | nd (% i dx | dy =| 坟 ) 着 肾 .而 


对 /; 直接 运用 单调 收敛 定理 也 可 得 到 


理 :本 (13) 
综合 式 (11) ~ 式 (13) 就 完成 了 定理 3.2 的 证 明 。 
系 3.3 若是 R"xR 人 “的 一 个 可 测 集 ， 则 对 几乎 每 个 ye R"* 截 面 
FE’=lxeR',(x,y)eBhil 
是 R"* 的 一 个 可 测 子 集 。 进 而 ，m(E?) 是 y 的 可 测 函 数 ， 且 
m(E) = 1 mE ) dy。 


这 是 定理 3. 2 的 第 一 部 分 应 用 到 函数 Xs 的 直接 结果 。 显然 对 称 的 结果 对 R” 
的 x=- 截 面 成 立 。 

我 们 已 经 建立 了 基本 事实 : 车 在 R" xR2 上 可 测 ， 则 对 于 每 个 ye R" 截 面 
在 Rm" 上 可 测 (将 x 与 互 换 也 得 到 对 称 的 陈述 )。 人 们 或 许 倾 向 于 认为 反 过 来 
的 结论 成 立 。 但 事实 上 并 非 如 此 ， 硅 令 入 表示 R 的 一 个 不 可 测 子 集 ， 且 定义 

E=[0,1|xNCRxR, 
由 
-2 ] ,yeWN, 
O, y¥N. 
因此 对 于 每 个 ”>，E?” 是 可 测 的 。 然 而 ， 奉 五 可 测 ， 则 系 3.3 萄 含 了 对 于 几乎 每 个 x 
eR,k, =|ye R:(x,y) eB 是 可 测 的 ,而 由 于 对 所 有 xe10,1]，E, 等 于 和 NN， 这 是 
不 正确 的 


"4 
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一 个 更 为 震撼 的 例子 是 单位 正方 形 [0,1j xlL0o,1j 内 的 集合 不 可 测 ， 然而 
截面 有. 和 Ek? 却 是 可 测 的 ， 且 有 对 于 每 对 x,yel[0,l],m(E’)==0 而 m(E,)=1。 Ek 
的 构造 是 基于 实数 的 极为 反常 的 序 < ， 它 具有 如 下 性 质 : 对 每 个 pA x:x <y| 
是 一 个 可 数 集 。( 这 个 序 的 构造 在 问题 5 中 讨论 。) 给 定 这 个 序 ， 

B= (a el L101; RF wyts 

注意 到 对 每 个 ye [0,1]，E” = 二 |x:x<<y|; 因此 EY 是 可 数 的 且 m(E?)==0。 类 
似 地 ，m(E,)= 二 1， 这 是 因为 E, 是 [0,1]」 内 的 一 个 可 数 集 的 补 集 。 奋 天 是 可 测 
的 ， 它 与 系 3.3 的 公式 矛盾 。 

对 于 当 我 们 将 R" 考虑 为 乘积 R" x R" 所 产生 的 基本 的 集合 ,将 集合 与 它 的 

6: 截面 EE, 和 E’ 相 联 系 ， 事情 就 直截了当 了 。 这 些 集合 是 乘积 集 E== El xE,， 其 中 
ey E,C R", 

命题 3.4 若 记 = El xE, 是 R” 的 一 个 可 测 子 集 ， 且 普 。( 杞 )>0， 则 已， 
可 测 。 

证 ”根据 系 3.3， 我 们 知道 对 ae ye R*， 截 面 函数 

(Xp xn)” (wv)—=NXs Cx) Xa Cy) 

作为 x 的 函数 是 可 测 的 。 事 实 上， 可 以 断定 存在 某 个 ye 已 使 得 以 上 的 截面 函数 
关于 x 可 测 ; 对 这 样 的 一 个 yO 有 XE x 玉 (xz，7) 一 Xp (xz)Xe (7y)， 这 列 合 太 可 测 

为 证 明 这 样 的 y 的 存在 性 ， 我 们 使 用 假设 m, (已 ) 二 0。 的 确 ， 令 严 表 示 那 些 
使 得 截面 By 可 测 的 ye R"* 所 成 的 集合 ， 则 m( 辣 )==0 (根据 先前 的 系 ) 。 然 而 ， 因 
为 m,(E, 门 f)>0， 所 以 5, [|F 是 非 空 的 。 为 看 到 这 一 点 ， 注 意 到 E, =(E, 门 
FR)U(E, [人 F*)， 因 此 

Om Dem mY, 
因为 £, [1F" 是 零 测度 集 的 子 集 。 

为 处 理 以 上 绪 果 的 逆 ， 我 们 需 要 下 面 的 引 理 ， 

引 理 3.5 :着 了 忆 RY 且 疡 CR 则 

m,(E, xE,)<m, (EkE)m.(E,), 
若 E; 当中 有 一 个 外 测度 等 于 零 ,， 则 m, (E, xE,)=0。 

证 令 s>0， 根 据 定义 ， 我 们 能 找到 R" 中 的 方 体 10i17 1 以 及 R“ 中 的 方 体 

1Q1'1 ,使 得 


且 
IQiSm(E)+e, > 1m(E,)+e. 


由 于 El xE， = 0, x0;， 外 测度 的 次 可 加 性 得 到 


3 Fubini 定理 


mk x Ek,)< 实 : | Qi: x O11 
RL) 
【这 [ell 1" ) 
| es 
<(m tk) toa)lm (Es) ts) 
EF， 和 EE, 的 外 测度 都 不 等 于 0， 则 由 以 上 内 容 可 知 
m, (El xE)<m, (E)m, (E;,) +0(a), 
由 于 z 是 任意 的 , 故 有 mm。 (El XE) 和 mm, (El)m, (Ei;),。 
行政 和 EE, 至 少 有 一 个 外 侧 度 等 于 0， 比 如 说 m,(E,)=0， 对 每 个 正 整 数 j 考 


虑 集合 以 二 站 1ye R*: |y | 志 咱 。 则 根据 上 面 的 论证 , 有 m. (Ei x 为)=0。 由 G5 
于 当 jw 时 ，(Ei Xx 局) 1 (El xE;)， 从 而 得 出 ms。 (El xEk;)==0。 ss 
命题 3.6 假定 El 和 ;分别 是 RY 和 R“ 的 可 测 子 集 ， 则 E=E, xE, 是 R” 的 
-个 可 测 子 集 。 进 而 有 ， 
m(E)=m(E, )m(E,); 
在 上 ; 当中 有 一 个 测度 等 于 0， 则 m(E)=0。 
证 ” 仪 需 证 明 忆 是 可 测 的 ， 因 为 那样 的 话 关 于 m(E) 的 结论 可 从 系 3.3 得 到 。 
由 于 每 个 集合 可 测 ， 存 在 Cs 型 集合 6 C R" 满 足 GB 且 对 每 个 j==1, 2， 
m, (Gj) 二 0 ( 见 第 1 章 的 系 3.5)。 显然 ,G6 二 G1 XxG, 在 R"xR" 可 测 ， 且 
CO = WR EG, BB) RB ws 
根据 引 理 我 们 得 出 m. (G6-E)= 二 0， 因 此 EE 是 可 测 的 。 
作为 这 个 命题 的 推论 我 们 有 下 面 的 系 。 
系 3.7 假定 /是 R44 上 的 可 测 函 数 ， 则 由 (x,y) 二 /f(x) 定义 的 函数 了 在 
R”"xR“ 上 可 测 。 


证 ”为 看 到 这 一 点 ,我 们 可 以 假设 1 是 实 值 的 ， 且 首先 回忆 起 着 ae R 有 6| = 

ixeR”"; f(x) 二 al ， 则 根据 定义 E, 是 可 测 的 。 由 于 

(wy) eR” x 及 2 :f(x,y)<al= Bh x 及: 。 
先前 的 命题 表明 对 每 个 aeR,1FOxz,y) 王 el 是 可 测 的 。 因 此 F(x,y) 是 Re x 入 二 上 
的 可 测 函 数 ， 这 就 是 我 们 需要 的 。 

最 后 ， 我 们 回 到 最 初 产生 于 微 积分 中 的 积分 概念 的 一 个 解释 。 需 牢记 记号 |/ 
描述 的 是 f 的 图 像 下 的 “面积 ”。 这 里 我 们 将 此 与 勒 贝 格 积 分 联系 且 表 明 如 何 将 它 
推广 到 更 一 般 的 背景 。 

系 3.8 假定 f(x) 是 R* 上 的 非 负 函数 ， 且 令 

A=|(x,y)eR* xR:0O<y<f(x)|, 
则 
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WNW 


( 1) f 在 R” 上 可 测 当 且 仅 当 4 在 R”*' 上 可 测 。 
(ja) 看 (1) 中 的 条 件 成 立 ， 则 
fr) de =m( A), 
证 车 f 在 R” 上 可 测 ， 则 先前 的 命题 保证 了 函数 
Fl ge= -Nw 

在 R“ ”上 可 测 ， 因 此 4 王 ly 兰 01 人 1 有 过 0 是 可 测 的 。 

反 过 来 ， 假 定 4 是 可 测 的 。 我 们 注意 到 对 每 个 xe RR" 截面 4, =|yeR:(x,y) 
e 4| 是 一 个 闭 线 段 ， 即 A, 二 [0,f(x) ]。 因 此 由 系 3.3 (交换 x 和 7) 得 到 m(4,)=f 
(x) 的 可 测 性 。 此 外 

m(A) =|Xa (x,y) dedy =|, m4.) dx =| ,f(x) dx 
这 就 是 我 们 所 要 证 的 ， 
我 们 以 一 个 有 用 的 结果 结束 本 节 。 


命题 3.9 车 /是 R* 上 的 一 个 可 测 函 数 ， 则 函数 / (x,y)==f(x-y) 在 Re xR? 
上 可 测 。 
通过 选取 户 ==|ze R":f(z) 二 al ,我们 仅 需 证 明 只 要 EE 是 R* 上 的 可 测 子 集 ， 


则 EE 二 | (x,y):x-yeE| 是 R"xR* 上 的 可 测 子 集 。 
首先 注意 到 车 0 是 一 个 开 集 ， 则 0 也 是 开 集 。 取 可 数 交 表明 若 E 是 一 个 Gy 集 ， 
则 E 也 是 。 现 在 假设 对 每 个 上 m(E,) 二 0， 其 中 E,==E 门 B, 且 B,==i|y| 壹 寻 ; 又 


一 次 ， 取 U 为 R" 的 开 集 ， 让 我 们 计算 mt(O 站 B, ) ， 则 有 X 光 ona, 二 p ry 一 Y) Xp,(Y) @ 
因此 根据 测度 的 平移 不 变性 ， 有 


m( ON Bi)=|Xo(x -7) Xa,(y) dydx 


=|( [xo -ar Xs)dy 
=m(0)m(B,), 
现在 车 m(E) 二 0， 则 存在 一 个 开 集 序列 0, 使 得 ECO0, 且 m(0,) 一 0。 从 上 


面 得 到 E,C0, 门 B, 且 对 每 个 固定 的 有 当 n 趋 于 无 穷 时 m(0, 门 B,)- 0。 这 表明 了 
m(E,) 二 0， 因 此 m(E)==0, 一 旦 我 们 回忆 起 任何 可 测 集 万 能 够 写 为 一 个 6; 型 集 
与 一 个 零 测度 集 的 差 ， 命 题 的 证 明 就 完成 了 。 

4“ 健 里 叶 反 演 公式 

傅 里 叶 ( Fourier) 变换 的 逆 变 换 问 题 伴 随 着 傅 里 叶 分 析 起 源 和 发 展 的 整个 过 
程 。 这 个 问题 涉及 建立 对 一 个 函数 了 用 它 的 传 里 叶 变 换 广 建立 反 演 公式 的 合理 


_ 4 ” 人 和 傅 里 叶 反 演 公式 
性 ， 邯 
f (2) = (2) ede, 


Mw) = Beat, (15) 


我 们 已 经 在 书 1 中 遇 到 过 这 个 问题 的 基本 情形 : 当 / 和 都 连续 且 在 无 穷 远 处 
迅速 (或 平缓 ) 下 降 ， 如 何 建 立 上 述 的 反 演 公 式 。 在 书 了 [我们 也 在 一 维 框架 下 用 
复 分 析 的 观点 考虑 了 该 问题 。 最 优美 和 有 用 的 傅 里 叶 反 演 的 表述 是 通过 [7 理论 来 
叙述 ,或 用 分 布 的 语言 给 出 最 一 般 的 叙述 。 稍 后 我 们 将 系统 地 处 理 这 些 事情 。 然 
而 富有 启发 性 的 是 偏离 一 下 主题 ， 看 看 在 这 个 阶段 关于 该 问题 我 们 现 有 的 知识 教会 


情况 下 是 既 简单 又 够 用 。 

首先 ， 我 们 需要 了 解 一 下 对 于 己 (R4) 中 的 任意 函数 的 傅 里 叶 变换 有 哪些 基本 性 质 。 

命题 4.1 假定 feLi(R*)， 则 由 式 (14) 定义 的 了 在 R4 上 连续 且 有 界 。 

事实 上 ,由 于 |/(x)e "|=|f(x)| ， 对 每 个 #， 表示/ 的 积分 收敛 且 
supeead |/ (人 ) | 二 | 1 Kx) | dz = 171。 为 证 明 连 续 性 ， 注 意 到 对 每 个 *， 当 二名 

Rd 

时 ,f(x)e-2m*'t f(x)e-2"*' 和 ,其 中 是 R4 的 任 一 点 ; 因此 根据 控制 收敛 定 
理 , /(&) >f (&0)。 

人 们 能 够 作出 比 广 的 有 界 性 更 多 的 断言 ; 即 当 |&| 一 w 时 ， 有 了 (E) 一 0, 但 不 
能 对 了 在 无 穷 远 处 的 衰减 性 说 得 更 多 (见习 题 22 与 习题 25。) 作为 一 个 结果 ， 对 
一 般 的 feL'(R")， 函 数 /不 一 定 属于 L'(R')， 因 而 事先 假定 的 公式 (15) 就 有 
问题 了 。 以 下 定理 避 开 了 这 个 困难 ， 且 在 许多 情况 下 仍然 是 有 用 的 。 

定理 4.2 假定 feL(R*)，, 同时 feL'(R*)， 则 反 演 公式 (15) 对 几乎 每 个 
x 成立 。 

-个 直接 推论 是 傅 里 叶 变 换 在 L! 上 的 唯一 性 。 

系 4.3 假定 对 所 有 &, f(é&)=0, 则 f=0 a. e.。 

定理 的 证 明 仅 要 求 我 们 将 先前 在 第 一 本 书 《 伟 里 叶 分 析 》 书 I 的 第 5 章 中 对 
施 也 次 (Schwartz) 图 数 实施 的 论证 调整 以 应 用 到 当前 的 背景 中 ， 我 们 从 “乘法 公 
式 ” 开 始 。 

引 理 4.4 假定 /和 & 属 于 三 (R4) ， 则 

hf Bae =| fe (dy 

注意 到 根据 上 面 的 命题 ， 两 个 积分 都 收敛。 考虑 对 (E,y) e R' x R" 一 R24 定 义 

的 函数 (E,y) 二 g(&)f(y)e -mY。 根据 系 3.7， 作 为 一 个 RX 上 的 函数 它 是 可 测 


DD 上 理论 将 在 第 5 音 处 理 ， 而 分 布 理论 将 在 书信 研究 。 


” 
Cr/e 


Ye 
67 和 
= 


了 我 们 什么 。 为 此 我 们 想 要 通过 给 出 反 演 公式 的 一 个 适合 于 4 的 变 体 ， 它 在 许多 芝 
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的 。 我 们 现在 运用 Fubini 定理 首先 观察 到 
1, ] FE,Y) dédy -| | g(é)| dé|, iA y) | dy<ee © 


接着 ,我 们 将 人 作 PCE,7) ddy 写 为 有 ( [PCE,y)dE) dy 来 计算 它 ， 于 是 我 


们 得 到 所 要 的 等 式 的 左边 。 以 相反 的 次 序 将 上 述 二 重 积 表 示 为 累 次 积分 ( 先 对 y 积 
分 ) 估计 二 重 积分 给 出 了 右边 的 等 式 。 

接 下 来 我 们 考虑 调幅 的 高 斯 (Gauss) 函数 ，g(é&) 二 e-"™ltiez"w.#， 其 中 68 和 
x 暂时 固定 ， 满 足 5 二 0 上 且 xeR4。 通 过 初等 的 计算 给 出 2 


EE 
bl» A 入 2 “了 = wl i 
Fak: 2(y) lll G2Ti( zy) sd =6 d2 mT | xr-y | /6 
我 们 将 上 式 最 右 端 简单 记 为 Kg(x -7y)。 我 们 认为 大 是 一 个 “好 的 核 ” ， 它 
满足 
(1) dKs(7)dy = | ; 


( 这) 对 每 个 7 之 0， 当 5 一 0 时 ， | Ks(y)dy—»0. 
17 |>7 


由 引 理 得 
1 (€) “dl 下 =| /A yY)Ks (x — yy)dyo (16) 

注意 到 由 于 fe 三 (R4) ， 控 制 收敛 定理 表明 当 5-*0 时 ， 对 每 个 x 式 (16) 的 左 
边 收 敛 到 | ,了 (8)e™™fdg ， 对 于 有 边 ， 相 继 做 两 个 变量 替换 y 一 y +x( 平 移 ) ，; 一 
-YY( 反 射 ) ， 考 虑 相应 的 积分 不 变性 ( 见 式 (4) 和 式 (5))， 因 此 ， 右 边 成 为 
人 As -Y)Ks(7y)dy ， 我 们 将 证 明 当 5 一 0 时 该 函数 在 4 - 范 数 下 收敛 到 大 事实 
上 ， 由 上 面 的 性 质 ( 1 ) 可 以 将 差 写 为 

As(z) = fl — 9) Kely)dy -f(x) 一 人 CRKz -7) -f(x)) Ke(y) dy 
因此 
[As(z) [Sh [f(x -7) -f(x)| Ks(y)dy 

运用 Fubini 定理 ， 根 据 系 3.7 和 命题 3.9 建立 的 f(x) 与 f(x-y) 在 R"xR" 上 
的 可 测 性 ， 结 果 有 

| Asl < ,1 -flKs(y)dy, 其 中 f(x) 一 有 二 一 7) 。 


〇 见 书 I 第 6 章 的 例子 。 


四 5 习题 
现在 ， 对 于 给 定 的 se 二 0， 我 们 能 够 找到 (根据 命题 2.5) 充分 小 的 n 二 0 使 
得 当 |y| 二 nn 时 ,， 有 中 f, =f1 三 ze。 因此 


AslSe+t| -AGOD)dyse+2171| ,Kly) dy 


ly Pn 
第 一 个 不 等 式 通 过 又 一 次 运用 (i) 得 到 ; 第 二 个 是 因为 |f;-f| 志 上 f+ 
1 =2 fl 成立 。 因此， 利用 (让 ， 若 65 充分 小 上 面 的 组 合 过 2e。 概 括 如 下 ， 当 
58-0 时, 式 (16) 的 右边 在 已 范 数 下 收敛 于 f， 因 此 根据 系 2.3， 存 在 一 个 几乎 处 处 
收敛 于 xz) 的 子 列 ， 定 理 得 证 。 
注意 从 定理 与 命题 立即 可 以 推出 : 若 广 属于 辣 ， 则 可 在 测度 为 零 的 集合 修正 让 
的 值 使 之 成 为 处 处 连续 的 函数 。 对 于 一 般 的 feL'(R*) 这 当然 是 不 可 能 的 。 ‘ol 


5 习题 
1. 给 定 一 个 集 镶 卫 | ,F,,… ,构造 田 一 个 甬 Fr ,F2? ,…,Fy ,其 中 N=2" =1 


有 n N 
使 得 UU Fi 二 U Fi ; 狂 1F7 | 是 不 相交 的 ; 对 每 个 ,Fi 一 Fj。 
【提示 : 考虑 2" 个 集合 下 人杰 人 和 和 F,'， 其 中 每 个 F' 是 F 或 者 Fi。】 
2. 类 似 于 命题 2. 5, 证 明 车 ff 在 R* 上 可 积 且 86 盖 0， 则 当 5 一 1 时 , f(6x) 在 
7 范 数 下 收敛 于 f(x)。 


3. 假定 f 在 ( -7m,m] 上 可 积 ， 并 将 它 延 拓 为 R 上 的 周期 为 2m 的 函数 。 证 明 
三 ms)dae=[ Me 


其 中 7 是 R 中 任何 长 度 为 2w 的 区 间 。 
【提示 : /包含 在 形 如 (km,(k+2)mn) 的 相连 区 间 内 , 大 为 整数 。】 
4. 假定 了 在 [0,8] 上 可 积 ,， 且 


对 于 和 过 到 各 ba)={ La, 
证 明 : 8 在 [0,b5] 上 可 滩 。 县 
b b 
| ex) dx =| f(t) de 


5, 假定 了 是 R 中 的 团 集 ， 它 的 补 集 具有 有 限 测 度 ， 且 令 6(x) 表 示 从 x 到 的 
距离 ， 即 
6(x)=d(x,F)=infl|x-y|:yeFl!, 


0 
I(x) = i 


(a) 通过 验证 6 满足 利 普 希 次 (Lipschitz) 条 件 
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[a8(x) -5(7] | 雪 |x-7y|, 

来 证 明 5 是 连续 的 。 

(b) 对 每 个 x#F， 证明 I(%) 二 oo。 

(ce) 证 明 对 a e. xe，1(x)< 二 w。 考 虑 到 利 普 希 芯 条 件 仅仅 消去 7 的 被 积 函 数 
中 | wx--y| 的 一 次 和 拓 这 一 事实 ， 这 或 许 是 令 人 惊奇 的 。 

【提示 : 对 于 最 后 一 部 分 ， 研 究 | 1(x) dx 。】 

6. f 在 R 上 的 可 积 性 并 不 一 定 意味 着 当 x-»w 时 ， f(x) 收 敛 到 0， 

(a) 存在 R 上 的 正 连续 函数 /使 得 /在 R 上 可 积 , 但 仍 有 limsupf(*)=%m。 

(b) 然而 ， 若 假设 /在 R 上 一 致 连续 且 可 积 , 则 lim /(*)=0。 

【 提示: 对 于 (a) ,构造 一 个 在 [n,n+1/n’) 上 等 于 n,n 宇 1 的 连续 函数 ,】 

7. 令 TCR*xR,T=|(x, y) eR*xR:y 二 /J(x)| 且 假设 /在 R* 上 可 测 。 证 
明 古 是 Ri*!1 上 的 可 测 子 集 , 和 且 m(T)=0。 

8. 车 /在 RR 上 可 积 ,证 明 PCx)= | _/(1) di 一 致 连续 。 


9. Tchebychev 不 等 式 。 假 定 f 宇 0,， 且 ff 可 积 。 者 a 二 0 且 E 一 |xz: f(x)al， 


证 明 m(E。)< 一 |/。 
人 


10. 假定 f 沪 0, 目 令 Bs 一 |x 拟 罗 三 2 外 以 及 页 = 去 所 xs) 入 2 人 | 。 落 不 
几乎 处 处 有 限 ， 则 


WE 


大 = 一世 
有 目 集 合 了 互 不 相交 。 
证 明了 可 积 当 且 仅 当 
》 2 mm( 丰 ) 之 w; 当 且 仅 当 》 2 (Et)<oos 


KE = = 中 k=—% 
用 这 个 结果 证 明 以 下 结论 ， 令 
[二 | |wl 委 1， Ix|*, lx 上 b>1, 
Ax)=| 
0 ， 其 他 0 ， 其 他 ， 
则 f 在 R* 上 可 积 当 上 且 仅 当 ec 过 ad ;5 在 R 上 可 积 当 上 且 仅 当 户 二 d。 


11. 证 明 若 了 在 R* 上 可 积 、 实 值 ， 且 对 每 个 可 测 集 B，[f(x)dx 宇 0， 则 


以 及 so=| 


f(x*) 宇 0a. e.x。 作 为 一 个 结果 ， 夺 对 每 个 可 测 集 E， |/(x)dx=0, 则 f(x)= 0 ae.。 


12. 证 明 存在 feL'(R") 与 序列 1, | 满足 f,eL'(R") 使 得 
| -i 


但 不 存在 x*， 使 得 f(x) 一 f(x)。 

【提示 : 在 R 上 , 令 f,=X,， 其 中 7 是 适当 选取 的 区 间 序 列 满足 m(1, ) 一 0,】 

13. 给 出 两 可 测 集 4 和 B 使 得 4+B 不 可 测 。 

【提示 : 在 R 上 取 4==|0|x[0,1] 与 B=N x|0}。】 

14. 在 前 一 章 的 习题 6 有 m(8B8)==v,r"， 其 中 B 是 R” 中 半径 为 r 的 球 而 zw 一 普 
(Bi ) ， 其 中 B 是 单位 球 。 这 里 我 们 估计 和 常数 vj 的 值 。 

(ah 对 于 = 二 2; 用 系 3.8 证 明 

| I 
V3 =2| fl ~ Ww jd . 


因此 通过 初等 微 积分 ， 得 v, = 7。 
(b) 用 类 似 的 方法 ， 证 明 
Vl gf (1 I 2 G 


(c) 结果 是 


随后 第 6 章 的 习题 5 将 给 出 另外 一 个 推导 方法 。 关 于 工 函数 与 B 也 数 的 相关 
事实 可 在 书 开 的 第 6 章 中 找到 。 
1$. 考虑 定义 在 R 上 的 明 数 
fl 
R= 其 他 。 
对 于 有 理 数 集 Q 的 一 个 列举 1r,1”_1, 令 
Fn) = 2 


各 三 二 


证 明天 可 积 ， 因 此 定义 下 的 级 数 对 几乎 每 个 xsR 收敛。 然而， 观察 到 在 每 个 


区 间 上 该 级 数 无 界 ， 且 事实 上 E， 任 何 与 下 几乎 处 处 相等 的 函数 下 在 任何 区 间 上 
无 界 。 
16. 假定 了 在 R* 上 可 积 。 若 6 ==(6, ,5 ,…,5)) 是 一 个 4 元 非 零 实数 组 ， 且 


和 = f( Ox) = f(60,x%) es , 
证 明 可 积 并 满足 
hf Cx) dr=|6, | 7 | 6 hr) dx 


17. 假定 /在 R* 上 定义 如 下 : 若 n 志 x 二 n+1 有 目 n 和 yy 过 nn 攻 1(n 达 0)， 则 
f(x,y)=a,; nin+l Hat+l<y<n+2(n0), 则 f(x,y)= -a,; 若 为 其 他 


is 
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情况 ， 则 (x,y)=0。 这 里 a, = 六 b ， 其 中 1b,| 是 一 个 正 数 序列 使 得 了 6 一 s 之 w。 


kn k 三 人 


(a) 验证 每 个 截面 户 和 / 可 积 。 且 对 所 有 x, |/.(y)dy 二 0, 因 此 | | ny) =0. 
(b) 然而 ， 车 0<y<1, [f(x)dr=a 且 当 有 RY 过 E+ 1n 宇 1 时 ， fa) 
dx =a, = a 因此 y 一 | 户 (z)dz 在 (0,m) 上 可 积 , 且 


[fren 


Coy [f(x,y)| dxdy =o0。 


18. 令 f 为 [0,1] 上 可 测 的 有 限 值 函 数 ， 且 假定 |f(x)-=f(y)| 在 [0,1] x[0,1] 
上 可 积 。 证 明 fx) 在 [0,1] 上 可 积 。 
19. 假定 f 在 R* 上 可 积 ， 对 每 个 a 请 0, 令 户 = 二 |x: |f(x)| 二 al。 证 明 


he [f(x) | dx =[ m(E.)da, 


20. (在 Fubini 定理 之 前 的 讨论 中 强调 的 ) 可 测 集 的 某 些 截面 可 能 存在 不 可 测 
的 问题 通过 限制 在 可 测 孔 数 和 博 雷 尔 集 上 可 以 人 避免。 事实 上 ， 可 证 明 下 面 的 结论 : 

假定 EE 是 R” 的 博 雷 尔 集 ， 则 对 每 个 y， 截 面 B 是 R 的 博 雷 尔 集 。 

【提示 : 考虑 R- 的 某 些 子 集 组 成 的 集 簇 C， 它 具有 以 下 性 质 : 对 C 的 每 个 集 
合 五 ， 截 面 术 是 R 的 博 雷 尔 集 。 验 证 C 是 包含 开 集 的 r- 代 数 。]】 

21. 假定 上 和 g 是 及 上 的 可 测 函 数 。 

(a) 证 明 f(x-y)g(y) 在 R* 上 可 测 。 

(b) 证 明 车 /和 g 在 R” 上 可 积 ,， 则 f(x-y)g(y) 在 R”* 上 可 积 。 

(c) f 和 gg 的 卷 积 定义 为 

(f #8) (x) = f(x -7)8(7)dy ， 
证 明 对 a. e. x*,f*g 是 合理 定义 的 ( 即 对 a.e. x, f(x-y)g(y) 在 R 上 可 积 ) 
(d) 证 明 只 要 ff 和 gg 可 积 ，f*g 就 可 积 ， 
|f*g | pra) fd) i Li(Rd): 
当 f 和 gg 非 负 时 ， 等 号 成 立 。 
(e) 可 积 昂 数 f 的 傅 里 叶 变 换 定义 为 


Ft =| Fe ts | 
检验 有 界 且 是 的 连续 函数 。 证明 对 每 个 £， 有 


(Feg)(E) 一 PE)g(E)。 
22. 证 明 若 feLi(R") 且 


6 问题 


f= fe ds, 
则 当 |& | 一 w 时 ,A(E) 一 0。( 这 就 是 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 。) 
[多 未 。 尖 (级 于 LE) 一 大 -二 ')]e 一 tdx ,其 中 忆 于 e ， 且 用 命题 


|é| 
2 3] 
23. 作为 傅 里 叶 变 换 的 应 用 , 证 明 不 存在 函数 TeL(R") 使 得 对 所 有 fe 
DOORS), fw 1=f, 


24. 考虑 卷 积 


(f *g)(%) 一 Kx -y)g(y)dy 。 7 
(a) 证 明 当 / 可 积 且 g 有 界 时 ,/*g 一 臻 连续 。 bs» 
(b) 硅 g 是 可 积 的 ， 证 明 当 | x | 一 oo 时 ， (f*g)(x)—0。, 


25. 证 明 对 每 个 之 0， 函数 F(&) i L 函数 的 傅 里 叶 变 换 。 


【提示 : 令 K (xz) 一 errlsP85-22 ,考虑 f(x) =[ Ks(x)e-"m8-1d5。 用 Fubini 定 
理 证 明 f ee 三 (R?), 且 
f (2) =| e™ ltPe-"ee -1d | 


算出 最 后 这 个 积分 的 值 为 7 a 。 这 里 有 (5) 是 三 函数 ， 它 年 


+ |el*)s 
义 为 wpe FL 二 ,} 


6 问题 


1. 车 /在 [0.27] 上 可 积 , 则 当 |n | 一 om 时 ,，[ sx)eredx 一 0。 
证 明 : 作为 一 个 推论 ， 阁 是 [0,27 | 的 一 个 可 测 子 集 ， 则 当 n 一 w 时 对 任何 序 


列 |u, | , | cos (na tu ) dr 一 本 0 。 


【提示 : 见习 题 22。]】 
2. 证 明康 托 尔 - 勒 贝 格 定理 : 大 
74 (x) = -> (a, cosnx + b,sinnx) 


在 一 个 正 测度 集 上 对 x 收敛 (或 特别 地 对 所 有 x*)， 则 当 nw 时 ,a 一 0 且 b., 一 0， 
【提示 : 注意 在 一 个 正 测度 集 E 上 4, (xz) 一 致 收敛 于 0。】 
3. 对 于 R” 上 的 可 测 函 数 序 列 1f1， 若 对 每 个 e 二 0， 


区 
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当 , lw , m( |x: [fi (x) -f(x)| > 
则 称 它 为 依 测度 的 柯 西 列 。 夺 对 每 个 e 二 0， 
当 大 一 oo 时 ，m(1xzsACxz) -f(x)l> el) 一 0， 

则 称 1fi| 依 测度 收敛 到 (可 测 ) 函数 广 

这 一 概念 与 概率 论 中 的 “ 依 概率 收敛 ”一 致 。 

证 明 若 一 个 可 积 函 数 序列 11 在 L 收 伍 到 f， 则 41 依 测度 收 钱 到 f， 考 虑 反 
过 来 是 否 成 立 ? 

我 们 指出 这 种 模式 的 收敛 自然 地 出 现在 Egorov 定理 的 证 明 中 。 

4. 我 们 已 经 看 到 (第 1 章 的 习题 8) 车 是 R’ 的 可 测 集 ， 且 LL 是 R" 到 R 的 
线性 变换 ， 则 ZE) 也 是 可 测 的 ， 且 在 五 的 测度 为 0， 则 去 (五 ) 的 也 是 如 此 。 定 量 的 
m(L(E))= | det(L)| m(E)。 

作为 一 个 特殊 情形 ， 注 意 到 勒 贝 格 测度 在 旋转 下 是 不 变 的 。( 对 于 这 个 特殊 情 
形 也 可 参见 下 一 章 的 习题 26,) 
上 述 等 式 可 以 用 Fubini 定理 证 明 如 下 : 
(a) 首先 考虑 d= 二 2, 上 L 是 “严格 ”上 三 角 变 换 w' 二 x*+ay, 了 = 二 7 的 情形 ， 则 
Xicg) (xy7) 一 Xp( (x,y))=Xg(x -ay,y), 
因此 根据 测度 的 平移 不 变性 ， 有 


mi BB)) = gn( /Xa 一 ay,y) dx)dy 


JRxR (xsl,7) dx)dy 
= Wi bo 
(b) 类 似 地 ， 和 在 工 是 严格 下 三 角 变 换 的 情形 ， 则 m(L(E))==m(E)。 一 般 的 ， 
可 以 写作 LL==L AL,， 其 中 工 是 严格 的 (上 或 下 ) 三 角 而 A 是 对 角 的。 因此 硅 用 
第 1 章 习题 7 的 结论 ， 则 可 以 证 明 m(L(E))= | det(L)| m(E)。 
5.R 存在 这 样 的 序 <， 它 具有 性 质 ; 对 每 个 ye R, 集合 1xe R:x<y| 至 多 
可 数 。 
这 个 序 的 存在 性 依赖 于 连续 统 假 设 ， 它 断言 : 只 要 5 是 R 的 无 限 子 集 ， 则 5 
可 数 或 者 5 与 R 有 相同 的 势 ( 即 $ 可 被 双 射 到 及 )” 。 
【 提示: 令 < 表 示 R 的 一 个 良 序 ， 且 定义 集合 XX 为 了 = 二 1ye R: 集 合 |x:x<<y| 
不 可 数 |。 夺 是 空 集 ， 即 得 结论 。 否 则 ， 考 虑 站 中 的 最 小 元 Y， 和 且 运 用 连续 统 
假设 。】 


@ 这 个 由 康 托 尔 提出 的 观点 像 民 序 原 理 一样 独 立 于 集合 论 的 其 他 公理 ， 因 而 我 们 可 以 自由 决定 是 否 接 


受 它 的 正确 性 
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UR ee 
| 


极 大 问题 : 
太 


oP di 


AAA 


该 问题 用 板 球 或 其 他 任何 类 似 游 
戏 的 言语 来 叙述 最 容易 和 掌握。 在 这 些 
游戏 中 选手 报告 一 系列 成 绩 ， 对 这 些 
各 次 的 成 绩 取 平均 就 得 到 选手 的 
成 绩 
G. H. Hardy 与 J. E. Littlewood ，1930 


人 


在 微 积分 的 早期 研究 中 人 们 已 经 知道 微分 与 积分 是 互 道 的 运算 。 这 里 我 们 想 要 
在 前 几 章 研 究 的 一 般 理 论 的 框架 下 重新 检验 这 一 基本 思想 。 我 们 的 目标 是 提炼 和 证 
明 微 积分 的 基本 定理 ， 进 而 建立 遇 到 的 一 些 概念 。 下 面 通过 回答 两 个 问题 以 实现 这 
一 目标 ， 每 个 问题 用 一 种 方式 表达 了 微分 与 积分 之 间 的 对 应 关系 。 

第 一 个 涉及 的 问题 可 陈述 如 下 。 

。 假设/ 在 [a,6] 上 可 积 且 P(x) 二 | Koy)dy 是 它 的 不 定 积分 。 这 是 否 区 含 亚 可 
微 (至 少 对 几乎 每 个 x)， 且 F'=f? 

这 个 问题 的 肯定 的 答案 依赖 于 一 些 具有 广泛 应 用 且 不 限于 一 维 情形 的 思想 。 

对 于 第 二 个 问题 对 调 一 下 微分 与 积分 的 顺序 即 可 。 

。 对 [u ,四 上 的 函数 严 施加 什么 条 件 才能 保证 F'(x*) 存 在 (对 a. e. x*)， 且 这 个 
函数 是 可 积 的， 进而 有 


F(b) 一 Fla) =[ PF'() ds ? 


这 个 问题 将 从 比 第 一 个 问题 狭窄 的 角度 去 研究 ， 它 所 引发 的 问题 是 深刻 的 ， 且 留 下 
的 结果 是 次 远 的 。 特 别 地 ， 这 个 问题 与 曲线 的 可 求 长 问题 相关 联 ， 作 为 这 种 联系 的 
意义 的 曾 释 ， 我 们 将 建立 平面 上 的 一 般 的 等 周 不 等 式 。 


1 积分 的 微分 


我 们 从 第 一 个 问题 出 发 ， 即 研究 积分 的 微分 。 车 /定义 在 [a,5] 上 且 在 该 区 间 
可 积 ， 令 


F(x) =| f(y)dy,a < *< b, 
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为 求解 P(x)， 回 忆 作 为 当 丸 趋向 于 0 时 ， 商 
h 
的 极限 的 导数 的 定义 。 
我 们 注意 到 该 商 可 以 取 以 下 形式 〈 比 如 说 记过 0 的 情形 ) 


1 x+h 1 
i fd = A ay, 


这 里 采用 记号 1 二 (x, x +h)， 且 用 | 7 | 表示 区 间 的 长 度 。 上 述 式 子 是 的 值 在 
1 上 的 “平均 ”， 而 我 们 希望 当 |1| 一 :0 时 平均 值 趋 向 于 f(x)。 把 问题 的 提 法 稍微 
修改 一 下 。 我 们 可 以 问 


| 加 
lims Ta 一 Ar) 
Ei 
是 否 对 合适 的 点 x 成立。 在 更 高 维 的 情形 我 们 能 提出 类 似 的 问题 ， 其 中 了 的 平均 值 
在 适当 的 集合 上 取 ， 这 些 集合 是 一 维 区 间 的 推广 。 本 研究 涉及 的 集合 是 包含 * 
的 球 BB， 这 里 它们 的 体积 m(B8B) 代替 工 的 长 度 |1| 。 稍 后 就 会 看 到 作为 这 种 特殊 情 
形 的 推论 ， 类 似 的 结果 对 那些 具有 有 界 的 “反常 性 ” 般 的 集 簇 成 立 。 
记 住 ， 我 们 在 R" 的 背景 下 重 述 第 一 个 问题 ， 这 里 4 可 取 大 于 等 于 1 的 任何 正 
整数 。 
假定 了 在 Re 上 可 积 ， 对 于 aex， 下 列 等 式 
| f(y)dy =f(z) 


lin 
nl 


vyEh 
是 否 成 立 ? 
其 中 ,极限 对 包含 * 的 开 球 B 当 体 积 趋 向 0 时 取 。 
我 们 将 上 述 问题 称 为 平均 问题 。 若 B 是 R” 中 半径 为 r 的 任意 球 ， 则 m(8B)= 
vsr”， 这 里 w 是 单位 球 的 测度 ( 见 前 一 章 的 习题 14)。 
注意 到 当 f 在 x 连续 的 特殊 情形 ， 极 限 确实 收敛 到 九 x)。 事 实 上， 给 定 e 二 0， 
存在 6 请 0 使 得 只 要 |x-y| 达 6, 就 有 |f(x) -f(y)| 二 s。 由 于 


1 3 
A 7 ye ~ A dy, 
我 们 发 现 ， 只 要 8 是 半径 < 6/2 的 包含 x 的 球 ， 则 正如 所 期 望 的 ， 有 


A) 二 [yd 


平均 问题 有 了 肯定 性 的 回答 ， 但 为 建立 这 一 定性 的 事实 ， 我 们 需要 做 一 些 与 / 
的 平均 的 总 体 行为 有 关 的 定量 估计 。 这 通过 |jJ | 的 极 大 平均 来 完成 。 我 们 接着 就 转 
问 该 函数 的 讨论 。 


2 | A 
< lh lf-Ar dye , 


TE ee 


1.1 哈代 - 李 特 尔 伍德 极 大 函数 

我 们 以 下 考虑 的 极 大 消 数 一 维 情 形 首先 由 哈代 (Hardy) 和 李 特 尔 伍德 (Lit- 
tlewood) 处 理 。 他 们 通过 考虑 板 球 球员 如 何 最 佳 地 分 配 他 的 成 绩 以 使 他 的 满意 程 
度 最 高 这 一 带 有 游戏 性 质 的 问题 而 导致 对 这 一 晴 数 的 研究 。 结 果 是 ， 这 一 概念 在 分 
件 中 具有 次 过 的 意义 。 相 关 定 义 如 下 : 

若 了 在 R 上 可 积 ， 则 定义 它 的 极 大 函数 . 广 为 


村 ] 
对) = f(y)|ldy.x eR’", 


这 里 上 确 界 对 有 所 有 包含 x 的 球 取 。 换 句 话 说， 我 们 用 上 确 界 代替 平均 问题 的 极限 ， 
L 用 /的 绝对 值 代 蔡 
以 下 定理 概括 了 六 的 主要 性 质 
定理 1.1 假定 /在 R” 上 可 积 ， 则 
(1) 广 可 测 
(HH) 对 a @. %, (ww) 去 co， 
( 下) 对 所 有 a 二 0,， f° 满足 


m( lxeR’:/ (x)> al) < Fl ven (1) 
中 A few 一 | far. 


在 证 明 该 定理 之 前 ， 我 们 想 淤 清 主要 结论 〈 诞 ) 的 性 质 。 如 同 我 们 观察 到 的 ， 
对 ae x,， 有 /* (zx) 三 |/(x)|; 而 ( 道 ) 的 实质 是 ， 大 致 说 来 , /* 不 比 |f| 大 很 
多 ， 从 这 一 观点 出 发 ， 我 们 希望 通过 /的 可 积 性 推断 出 /* 的 可 积 性 。 然 而 ， 这 并 不 
成 立 ， 而 ( 道 ) 是 我 们 所 能 得 到 的 最 好 结果 (见习 题 4 和 习题 5) 。 

形 如 (1) 的 不 等 式 称 为 弱 型 不 等 式 ， 这 是 因为 它 比 4 范 数 的 相应 不 等 式 弱 。 
的 确 ， 这 可 从 Tchebyches 不 等 式 (第 2 章 习题 9) 得 到 ， 它 说 的 是 对 任意 可 积 函 数 
5， 对 所 有 二 0， 


mt |x:| g(a)|> al )<— el ns 
在 此 应 该 指出 ， 不 等 式 (1) 中 1 的 精确 值 对 我 们 而 言 并 不 重要 ， 重 要 的 是 该 常数 
与 a 和 了 无 关 。 
该 定理 的 和 伽 单 结论 为 1 是 可 测 隐 数 。 的 确 ， 集 合 , =|x:f* (x) 之 al 是 开 集 ， 
因为 看 x e,， 则 存在 球 B 使 得 x*eB 旦 


zy [f(y)| dy>a。 


现在 任何 徘 近 x 的 点 x 也 属于 B8B; 因此 也 有 xeE,。 
定理 1.1 中 户 的 其 他 两 个 性 质 较 为 深刻 ， (证) 是 (二) 的 一 个 推论 。 观 察 
到 对 所 有 a， 


~ rm 一 一 


第 3 章 下 全 人 本 


Ix:f (x)=%w CIx:f (x)> Qa|, 
就 立即 理解 了 这 一 点 。 当 a 趋向 无 穷 时 取 极 限 ， 就 得 到 m( |x:f* (x)==%| ) 王 0。 
不 等 式 (1) 的 证 明 依赖 于 初等 的 Vitali 覆盖 方法 ”。 
引 理 1.2 假定 B==|B,B,,…,By| 是 R" 中 的 有 限 开 球 徐 ， 则 存在 B 的 不 相 
交 子 能 Bi ,B, ,… ,B; 满足 


N k 
nm(U Bi ) <3" TF mB) 
i 


大 致 说 来 ， 我 们 可 以 找到 由 不 相交 的 球 组 成 的 子 筷 ， 该 子 艇 覆盖 由 原来 的 球 入 
所 覆盖 的 区 域 的 一 部 分 。 

证 这 里 给 出 的 证 明 是 构造 性 的 ， 它 依 
赖 于 以 下 的 简单 观察 : 假定 B 和 B' 是 一 对 相 
交 的 球 ， 其 中 B' 的 半径 不 大 于 B 的 半径 。 则 
B' 包 含 于 中 心 与 B 相同 但 半径 是 8 的 三 倍 的 
球 BB 中。 如 图 1 所 示 。 

首先 ， 我们 在 B 中 挑 出 具有 极 大 ( 即 最 
大 的 ) 半径 的 球 B, ， 接 着 去 掉 B, 以 及 任何 
与 B; 相交 的 球 。 因 此 所 有 被 去 掉 的 球 包含 于 
球 B; 内 。B; 的 中 心 与 B; 相同 , 但 半径 是 它 
的 三 倍 。 

其 次 ， 对 剩 下 的 球 所 组 成 新 的 簇 有 '， 重 图 1 球 B 和 8B 
复 以 上 过 程 ,我 们 挑 出 具有 最 大 半径 的 球 
B, ， 接 着 去 掉 B; 以 及 任何 与 B, 相交 的 球 。 以 此 类 推 ， 在 至 多 NN 步 后 ,我 们 找到 
B, ,B; ， 及， 


Ln ba 


最 后 ,我 们 证 明 这 样 的 不 相交 球 艇 满足 引 理 的 不 等 式 。 我 们 使 用 证 明 开 始 时 的 
观察 。 令 B; 表 示 与 B; 有 共同 中 心 , 但 半径 是 它 的 三 倍 的 球 。 由 于 B 中 的 任何 球 B 
必须 与 某 个 B; 相交 ， 且 因此 半径 等 于 或 小 于 B; 的 半径 ,x 故 有 BCB;， 因 此 

N 下 hk k 
A U B, | <m( UB, <TY mB,) = 7 m(B,) 。 
1 = RE $=] 
在 最 后 一 步 ， 我 们 用 到 R” 上 一 个 集合 的 6 伸缩 导致 了 该 集合 的 勒 贝 格 测度 变 为 原 
来 的 8 倍 这 一 事实 。 

定理 1.1 中 下) 的 证 明 现 在 触手 可 及 。 令 天 .= 王 |x: 广 (xz) 之 al ， 则 对 于 每 个 

x Ee 存在 包含 x 的 球 B,， 使 得 


〇 ”我 们 注意 到 接 下 来 的 引 理 蚌 一 系列 出 现在 下 面 微分 理论 的 覆盖 论证 的 第 一 个 ; 也 见 引 理 3.9 和 它 的 
系 ， 以 及 引 理 3.5， 其 中 覆盖 断言 更 为 隐蔽 。 


1 积分 的 微分 


0 el [f(y)|dy>a。 
因此 ， 对 每 个 球 B, 有 
m(B,) 7 [Foy)|dy 。 (2 ) 


固定 5 的 一 个 紧 子 集 K。 由 于 天 被 B, 覆盖 ， 可 以 选取 的 一 个 有 限 子 覆盖 ， 
比如 说 天 CU B,。 逆 盖 引 理 保证 了 存在 由 不 相交 的 球 组 成 的 子 簇 B; ,… ,Bi 满足 


N kK 
mn( UB)<3 Fm(B,). (3) 
E ~ 
由 于 球 B,,… ,8, 是 不 相交 的 ， 且 满足 式 (2) 与 式 (3) ， 故 有 


N s 3d “ 
m(K)<m UB)<3° Ym(B;) < 一 二 | 77) dy 
1=1 ja1 j= 
i , i 
|e, IR] 


< [1A ly 


由 于 该 不 等 式 对 五 的 所 有 紧 子 集 天 均 成 立 ， 所 以 对 极 大 算 子 的 弱 型 不 等 式 的 
证 明 就 完成 了 。 

1.2 勒 贝 格 微分 定理 

对 极 大 函数 得 到 的 估计 现在 导致 了 平均 问题 的 解决 。 

定理 1.3 车 f 在 R” 上 可 积 ， 则 对 于 a. e. x， 


1 四 
,dim |K7)dy 一 Kx)。 (4) 
xEB 
证 仅 需 证 明 对 每 个 a > 0， 集 合 
] 
mi By Af (7) dy -f(x%) 


Bk ={ :lim sup >2a| 


m(B)— 
veB 


的 测度 为 零 ， 因 为 这 一 结论 保证 了 集合 = UU 5 的 测度 为 零 ， 因 而 式 (4) 的 极 


限 对 "的 所 有 总 成 立 。 

固定 w， 回 顾 第 2 章 的 定理 2.4， 它 说 的 是 对 每 个 二 0 我 们 可 以 选取 一 个 紧 
文 撑 的 连续 限 数 g 使 得 上 f-g eno 和 es 根据 前 面 的 注 记 ，& 的 连续 性 蕴含 了 对 
所 有 xx 


I 
Hi 一 dy 一 &(x)。 
mB (Td 8) 


xeB 


wu ] 
由 于 我 们 可 以 将 差 By/7) ay - Kx) 写 为 
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] ] 
mB p(y dp ry le g(t ge) A 
我 们 发 现 


] 
ey [a Re 
eB 


这 里 符号 * 表示 极 大 函数 。 因 此 ， 若 
F ={x:(f=-g)*(x)>a|l 且 6,={x:|f(x)-g(x)|>al, 
则 已 CCP UG,)， 因 为 车 ul 和 ws 是 正 的 ， 则 wl + 这 2a 仅 当 至 少 有 一 
u; 满足 ;二 a 成 立 。 一 方面 ， 由 Tchebychev 不 等 式 得 到 


m( Cu)< 一 17-elLatao， 
而 男 一 方面 ， 对 极 大 函数 的 弦 型 估计 给 出 
m(F)<E Nf -el on 
80 : 我 们 选取 函数 g 使 得 上 f-g aa) 过 s。 因 此 得 到 
| me 
a 


由 于 z 是 任意 的 ， 故 有 m(E。) 二 0， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 


Sf -8 (ir |a(s)- Aa) | 


注意 到 将 定理 应 用 于 |f | 所 得 到 的 一 个 直接 结论 是 ， 对 于 a.e.x,f*(x) 三 


[zx)| ， 其 中 f° 是 极 大 函数 。 


到 目前 为 止 , 一直 假设 是 可 积 的 。 这 个 “整体 ”的 假设 放 在 像 可 微 性 这 样 的 
“局 部 ”概念 的 育 景 下 有 点 不 太 恰 当 。 的 确 ， 勒 贝 格 定理 中 的 极限 是 对 收缩 到 x 的 
球 取 ， 因 此 jj 远 离 x 的 j 了 的 行为 是 不 相干 的 。 所 以 ， 我 们 期 望 知 仅 假 了 


上 的 可 积 性 其 结果 仍然 正确 。 


将 这 一 想法 精确 化 ， 我 们 称 一 个 R* 上 的 可 测 函 数 / 局 部 可 积 : 若 对 每 个 球 B 
函数 f(x)Xs(x) 可 积 。 我 们 将 所 有 局 部 可 积 函 数 所 成 空间 记 为 Li,.( R")。 粗 略 地 


说， 函数 在 无 穷 远 点 的 行为 不 影响 它 的 局 部 可 积 性 。 例 如 ， 函 数 el*| 和 |x| -12 
是 局 部 可 积 的 ， 但 在 R* 上 不 可 积 。 
显然 ， 在 j 局 部 可 积 这 一 较 弱 假设 下 最 后 这 个 定理 的 结论 成 立 。 
定理 1.4 车 fel(R’)， Ms e. x， 


| Rd —f(%)s 


lim 
m( B)—0 sl 


蕊 已 及 


定理 的 第 一 个 应 用 是 对 可 测 集 的 性 质 的 一 个 有 趣 的 洞察 。 奉 EE 是 可 测 集 且 x e 


R'", 日 
m(B[|E) 
m(B)-*0 m(B) 
xeB 


则 称 * 是 五 的 具有 勒 贝 格 密度 的 点 。 


一 ] ， 


1 积分 的 微分 

粗略 地 说 ， 这 个 条 件 说 的 是 环绕 x 的 小 球 几 乎 完全 被 已 履 盖 。 更 精确 的 ， 对 每 
个 菲 近 1 工 的 ww 和 1 与 每 个 包含 * 的 半径 充分 小 的 球 ， 有 

m(B{IE)=am(B), 

因此 万 至少 禾 六 B 的 a 部 分 。 

将 定理 1.4 应 用 到 的 特征 函数 立即 得 到 下 面 的 结论 

系 1.5 假定 是 R" 的 可 测 子 集 ， 则 

( i ) 几乎 每 个 xeE 是 E 的 密度 点 。 

(]) 儿 乎 每 个 wg 不 是 上 的 密度 点 。 

我 们 接 痢 考虑 关于 可 积 图 数 的 一 个 概念 ， 它 是 逐 点 连续 性 的 一 个 有 用 蔡 代 。 

若 7 在 R“ 上 局 部 可 积 , /的 勒 贝 格 集 由 所 有 使 得 (x) 有 限 且 


l ] 站 本 
dpa ml LAD Hahl dy a 


的 点 xe R” 组成。 在 这 个 阶段 ， 依 次 给 出 美 于 该 定义 的 两 个 简单 的 观察 。 首 先 ， 
只 要 了 在 x% 连续 ，x I 其 次 , 知 x 属于 了 的 勒 幢 格 集 ， 则 


ml ne i A dy = 六 x ) a 


EB 


系 1.6 若 / 在 R" 上 局 部 可 积 ， 则 几乎 每 个 点 属于 8 的 勒 贝 格 集 。 
证 ”应 用 定理 1.4 于 函数 |f(y) -r| ,结果 表明 对 每 个 有 理 数 +r， 存 在 测度 为 零 
的 集合 五 ， 使 得 只 要 x#gE, 就 有 


rr f(y)-r|dy= |f(x)-r|。 


背包 一 杷 ， Ne 现在 假定 xe 五 上 且 xz) 有 限 。 给 定之 0， 存 在 
一 个 有 理 数 r A =r| 达 s。 由 于 
py) IF)- f(x)| dy <- -7h iA ridy+|f(x)-r|, 


放 有 z 
lim sup nt [Ay)= fi | dy <2., 


m(lB)—0 
EB 


因此 x 在 f 的 勒 贝 格 集中 。 这 个 系 就 得 证 了 。 

注 回顾 第 2 章 第 2 六 a (R") 的 元 素 实际 上 是 等 价 类 ， 千 两 个 函数 仅 
在 罕 测 度 集 上 不 同 ， 则 它们 的 每 价 。 一 个 有 趣 的 观察 是 ， 式 (4) 收 敛 到 一 个 极限 的 
点 集 与 代表 j 的 选取 无 关 ， 这 是 因为 只 要 了 和 & 等 价 ， 就 有 


| jdy = | g(y) dy 
然而 ,的 勒 贝 格 集 依赖 于 我 们 考虑 的 了 的 特定 代表 。 


本 


我 们 将 看 到 一 个 男 数 的 勒 贝 格 集 具 有 普 授 性质 : 函数 在 这 些 点 的 值 可 被 一 大 类 
( 国 数 的 ) 平均 值 恢 复 。 我 们 将 在 比 球 更 广泛 的 集合 上 的 平均 什 ， 以 及 恒 同 通 近 的 
框架 下 证 明 这 一 点 。 直 到 目前 建立 的 微分 理论 用 到 的 都 是 函数 在 球 上 的 平均 值 ， 但 
正如 我 们 先前 提 到 的 ， 人 们 可 以 考虑 这 样 一 个 问题 ， 类 似 的 结论 对 其 他 集 禾 ， 例 如 
方 体 或 矩形 是 否 成 立 。 该 问题 的 答案 以 一 种 基本 的 方式 依赖 于 问题 中 的 集 艇 的 几何 
性 质 。 例如 ， 现 在 证 明 在 方 体 上 该 问题 的 (具有 有 界 的 “反常 性 ”的 更 一 般 的 集 
徐 的 情形 ) 上 述 结 果 成 立 。 然 而 ,在 所 有 的 矩形 和 族 的 情形 下 极限 的 几乎 处 处 存在 
性 以 及 弱 型 的 不 等 式 并 不 成 立 ( 见 问 题 8) 。 
我 们 说 集 篮 1 已 正则 收缩 到 x (或 者 在 x 有 有 界 的 反常 性 )， 若 存在 一 个 党 
数 c 二 0 使 得 对 每 个 U, 存在 球 有 满足 
总 蕊 国 。 以 CB,H mV.) mB), 
因此 已 包含 于 B, 但 它 的 测度 比 得 上 B 的 测度 。 例 如 ,所 有 包含 x 的 开 方 体 
sss3 正则 收缩 到 x。 然而 ,在 R*",d 主 2 上 所 有 包含 x 的 开 和 矩形 簇 不 正则 收缩 到 x。 若 
82 ;我们 考虑 非常 狭长 的 矩形 容易 看 到 这 一 点 
系 1.7 假定 和 在 及 上 局 部 可 积 。 PO x， 则 对 了 的 勒 贝 格 集 
的 每 一 局 ws 


| Ayidy = 


Hm == 
m(U a0 n(U,) 


iEU, 


一 旦 我 们 观察 到 车 x* eB8 满 足 U CBE 有 on ) 三 cm(B)， 则 
二 AD | rey f(y)- f(a) | dy 。 
这 就 给 出 定理 的 证 明 ， 
2 好 的 核 与 恒 同 双 近 
我 们 转 到 由 卷 积 给 出 的 平均 函数 ”， 它 可 表示 为 
(fsKs)(z) 一 | Kx -7)Ks(7)dy 。 


这 里 了 是 一 般 的 可 积 函 数 ， 我 们 保持 固定。 而 A 在 具体 的 称 为 核 的 函数 禾 上 
变化 。 这 种 等 式 出 现在 许多 问题 中 (例如 ， 前 一 董 的 侍 里 叶 反 演 定理 )， 我 们 已 经 
在 书 [ 中 讨论 过 ， 

在 我 们 最 初 的 考虑 中 ， 称 这 些 图 数 为 “好 的 核 ”， 若 它们 可 积 且 对 于 8 二 0 满 
足以 下 条 件 : 


) [Ka(x)dx=1 


i B 


〇 ” 卷 积 的 一 些 基 本 性 质 在 前 一 但 的 习题 21 中 叙述 过 


( ii) | Ks(w)l dw。 
Rd 


) 对 每 个 才 二 0， 当 60 时 ， 
| | Ks (x)| dx —0, 
| x | 上 7 


这 旺 上 一 个 司 名 潮 关 的 党 珀 ，。 
这 些 核 的 主要 用 途 是 只 要 有 界 ， 则 在 了 了 的 每 个 连续 点 处 当 5 一 0 时 ，(f x* Ks) 
r) 一 xz) 。 为 得 到 一 个 类 似 结论 ， 即 以 上 收敛 关系 在 二 的 勒 贝 格 集 的 所 有 点 也 成 
， 我 们 需要 加 强 对 核 的 假设 。 为 反映 这 种 情况 我 们 采用 不 同 的 术语 称 这 些 核 
dent eit ehorlp eienttee ttre 
下 的 条 件 奉 代 〈i) 和 (证 )， 即 
(证 ") 对 所 有 8 之 0，| Rs(z 咱 科 角 ” 
(证 7) 对 所 有 5>0 和 zeER，|K(x)l 入 45X|> He 
我 们 观察 到 这 些 要 求 更 强 了 ， 且 昔 含 好 核 的 定义 中 的 条 件 。 首 先 证 明 (这 )。 六 :83 
为 此 ， 运 用 第 2 曹 系 上 .10 的 第 二 个 说 明 ， 它 给 出 对 某 个 CC 二 0 和 所 有 ee 二 0， 
| ey 人 二 《3 


[slze |w | © 


d+] 3 


接着 ， 当 |x | 二 6 和 |x| 宇 6 时 分 别 利用 估计 (让 ') 和 ( 道 ')， 得 到 
时 Ku) or sl x |=5 | Ka (x)| s+ ,i 


dx ] 
一 一 一 二 
sj ， |<5 sa 4 引 x | 6 | x +l 


夺权 二 A 过 io0 。 
最 后 ， 好 核 的 最 后 一 个 条 件 也 被 验证 了 了 ， 这 是 由 于 式 (5) 的 男 一 个 应 用 给 出 


| : Bak Hae 46| a 
| 元 | 三 T | | 三 7 [x 


d+l ~ 刀 9 
是 当 5 一 0 时 最 后 的 表达 大 式 欧 向 于 0， 
术语 “ 恒 同 通 近 ”起 源 于 当 6 一 0 时 映射 /一 fx 大 ; 在 多 种 意义 下 收敛 于 恒 同 映 
叶 /一 /这 一 事实 。 它 与 下 面 的 启发 性 说 明 相 联系 。 图 2 多 画 出 一 个 典型 的 恒 同 通 
近 : 对 每 个 5 过 0， 核 支撑 在 集合 lz | 二 5 上 且 高 度 为 1/726。 当 6 趋向 于 0 时， 这 
艇 核 收 伍 到 所 谓 的 在 原点 的 单位 质量 曙 数 或 狄 拉 克 (Dirac) 5 困 数 。 
后 者 被 局 发 式 〈 试 探 性 ) 地 定义 为 


| Ks(x)| dx 


回 有 时 条 件 (和 而/) 被 条 件 对 某 一 国定 的 &，K; (x) 三 A65Y | 代替 。 然 而， 在 大 多 情况 下 sg 二 1 的 
特殊 情形 号 够 用 了 
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D(x) = 人 ”上 且 [ocou 一 :人 
0x 闫 0 1/25 
由 于 每 个 积分 为 1， 我 们 可 以 粗略 
地 说 ， 
当 5 一 0 时 ， Ks—D, 
若 将 卷 积 /* D 定义 为 rs - 
y)D(y)dy ， 则 乘积 f(x -y)D(y) 除 当 
y 二 0 时 外 都 等 于 0， 而 D 的 质量 集中 在 
y 一 0， 因 此 下 观 上 我 们 可 以 期 望 
(fx D) (x)=/(x). | | 


因此 , f*D 二 /而 D 对 卷 积 来 说 起 着 图 2 一 个 恒 同 通 近 
单位 元 的 作用 。 应 该 指出 以 上 的 讨论 可 
以 形式 化 ， 且 D 可 以 用 在 第 6 章 处 理 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 (Lebesgue-Stieltjes) 测 
度 , 或 者 用 “广义 函数 ”( 即 分 布 ) 严格 定义 ,后 者 将 在 书 玉 中 讨论 。 

下 面 介绍 有 关 恒 同 通 近 的 一 系列 例子 。 

例 1 假定 og 是 R” 上 支撑 在 单位 球 |x | 过 1 上 的 非 负 有 界 函 数 ， 使 得 


人 ws 1 


若 我 们 设 K(x) 二 6““gp(6-'x)， 则 函数 簇 |K;| so 是 一 个 恒 同 台 近 。 这 一 事实 的 简 
单 验证 留 给 读者 。 接 下 来 的 两 个 例子 给 出 了 重要 的 特殊 情形 。 
例 2 上 半 平 面 的 泊 松 (Poisson) 核 由 


给 出 ， 其 中 参数 是 6 二 y 二 0，。 
例 3 R” 中 的 热 核 定义 为 


— | x | 


H,(%)= 


人 


] 
( 寻 丰 站 4 
这 里 1 之 0 上 且 有 8 一。 同样 的 ， 可 以 设 5 一 4mtl 以 使 得 这 里 的 记号 与 第 2 章 所 用 
的 一 八 。 
例 4 圆 盘 上 的 铂 松 核定 义 为 
] 1 一 天 
了 帮 凤 一 2 三 ] 一 27reosy 十 闫 


2 三 
有 | 本 | 学， 


|x| 和 过 7， 


这 户 和 过 元 之 1 目 和 二 工 - 闲 
例 $S 费 耶 (Fejtr) 核定 义 为 


” “2 好 的 核 与 恒 同 逼近 


We sin (Nx/2) |x|<7, 
—h (x)=/!2nN sin’(%/2), 
0 ， Ix | 二 7， 


其 中 6 二 1/N。 

我 们 注意 到 例 2 ~ 例 $ 已 在 书 工 中 出 现 过 。 

下 面 介 绍 关于 恒 同 通 近 的 一 般 结果 以 突出 勒 贝 格 集 的 作用 。 

定理 2.1 若 1K;| ,是 恒 同 通 近 且 太 在 R* 上 可 积 ， 则 对 /的 勒 贝 格 集 的 每 一 
点 x， 当 6 530 时 ,，(f# Ks) (x) f(x), 

特别 地 ， 极 限 对 a. e. x 成立 。 

由 于 每 个 核 K 的 积分 等 于 1， 可 以 写作 

(fxKs) (x)— f(x) 一 | x —y)— f(x)]K(y)dy, 
因此 ， 
| Cf#Ka) (x) -1x)| S| Ga vy)— Kw)||K, (7) [dy 。 


现在 仅 需 证 明 当 5 趋向 于 0 时， 上 式 右边 趋向 于 0。 我 们 这 里 给 出 的 证 明 依 赖 于 一 
个 简单 事实 。 这 个 简单 事实 我 们 把 它 单 独 放 在 下 面 的 引 理 中 。 
引 理 2.2 假定 六 在 Re 上 可 积 ， 且 x 是 六 的 勒 贝 格 集 的 一 个 点 。 只 要 rr 三 0， 令 


= Rn AN di 
A(r) 一 本 | ,As -7) -Fx) ay, 


则 A(7) 是 + 请 0 的 连续 函数 ， 且 
天 0 NAF) 
此 外 ，A(r》) 有 界 ， 即 对 茶 个 MW>0 和 所 有 ?二 0, 4A(7) 专 1M。 
证 ”援引 第 2 革命 题 1. 12 的 绝对 连续 性 可 得 到 4A(7) 的 连续 性 。 
当 7 趋向 于 0 时 4(r) 趋 回 于 0 这 一 事实 可 从 由 于 x 属于 了 的 勒 贝 格 集 ， 且 半 
径 为 r 的 球 的 测度 为 vr 得 出 。 这 一 点 与 4(7r) 对 0 过 +r 过 1 的 连续 性 表明 了 当 0 过 r 
三 1 时 4A(r) 有 界 。 为 证 明 当 rr 二 1 时 4(Cr) 有 界 ， 注 意 到 


ee | | 
A(r) < Rs es y)| dy 十 | < f(x)ldy 


= 7 cp + vy IfA(x)|, 
这 就 完成 了 引 理 的 证 明 。 
我 们 现在 转向 定理 的 证 明 。 关 键 点 在 于 将 R 上 的 积分 写 为 如 下 的 环形 上 的 积分 
之 和 : : 
| Ae ti | Ek) ] dy -| y [<6 ee (2*+18 
利用 恒 同 通 近 的 性 夺 ( 11')， 第 一 项 的 上 界 可 有 如 下 估计 
J lf 2) A) Ky) | ay a) fs -7) -fx) | ay 


lg 
由 
0 


“ow 


D 


 \ 
i 
? ee 
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= 
和 式 的 每 一 项 可 类 似 佑 计 ， 但 这 次 我 们 利用 恒 同 通 近 的 性 质 (下 ) : 


Le | 了 24A18 A ff —y)- /Ax) | 人 人 547 ) | dy 


CO 


en y e248 /lx =7)-/(x) | dy 


a i | 

< [S2116 BA: 站 ) 上 风衣 Id) 
= 

综合 这 些 估计 ， 得 到 


| (f**kKs)(x) — f(t) | cA(6)+ oY 2 "ALD 


站 = 

给 定 e 二 0， 首 先 选取 充分 大 的 w 使 得 a “过 8。 接着， 通过 使 得 6 充分 小 ， 

由 号 | 理 有 上 内 要 划 = 二 001,…,N-1，。 就 有 
A(2"5) < ge/N, 
因此 , 已 知 4(r) 有 界 ， 对 充分 小 的 6 
| (f#K;s) (x) -f(x)| < Ce. 

定理 得 证 。 

除了 这 个 逐 点 的 结果 之 外 ， 与 恒 同 通 近 的 卷 积 也 本 1 范 数 下 的 收敛 结果 ， 

定理 2.3 假定 /在 R” 上 可 积 且 1K;| ;so 是 恒 tr ， 则 对 每 个 6 二 0， 卷 积 


fxKks) (x) = f(x —y) Ka(y)dy 


可 积 ， 且 当 5 一 0 时 ， 
(ff #*K;) —/ lira) “0, 
该 定理 的 证 明 仅 仅 是 第 2 章 第 4 节 的 特殊 情形 K Ko 一 5-waer-rlePA 的 论证 在 
更 一 般 背 景 下 的 重 述 ， 因 此 这 里 不 再 重复 ， 
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我 们 现在 着 手 处 理 本 章 开 头 提 到 的 第 二 个 问题 ， 即 找到 函数 下 所 需 满足 的 了 
泛 条 件 以 保证 等 式 


F(b)- F(a) -| FPF"' (x)dx (6) 
成 立 。 有 两 个 现象 使 得 这 个 等 式 的 一 般 撤 述 有 问题 。 首 先 ， 和 
在 2， 若 只 是 假定 下 连续 ， 则 式 (6) nt 意义 。 其 次 ， 即 使 对 每 个 
F(x) 存在 ,函数 启 也 不 一 定 ( 勒 贝 格 ) 可 积 (参见 习题 12)， 
该 如 何 殉 服 这 些 困难 呢 ? 一 种 方法 是 考虑 作为 (可 积 困 数 的 ) 不 定 积 分 存在 


名 ”特别 地 ， 存 在 无 处 可 微 的 连续 困 数 。 见 《 傅 里 时 分 析 》 的 第 4 章 ， 或 者 也 可 见 下 面 的 第 7 童 


3 函数 的 可 微 性 


的 那些 困 数 忆 这 导致 了 如 何 刻 画 这 样 的 函数 这 一 问题 。 我们 通过 研究 一 个 更 为 广 
沁 的 函数 类 ， 有 界 变 差 函 数 来 作为 解决 问题 的 途径 。 这 些 际 数 与 曲线 的 可 求 长 问题 
有 紧密 联系 ， 我们 从 考虑 这 种 联系 开始 。 

3.1 有 界 变 差 函数 

令 y 为 平面 上 由 z(1) 二 (x(1) ,y(t)),， 其 中 aa 夺 t 夺 5， 给 出 的 平面 参数 曲线 。 
这 里 x(1) 和 y(t) 是 [a,b] 上 的 连续 实 值 消 数 。 千 存在 履 二 w 使 得 对 [a,b| 的 任何 分 
a= i=， 

N 


1z(#)= zt) lM, (了 


了 一 志 
则 称 曲 线 y 是 可 求 长 的 。 根 据 定 义 ， 曲线 yy 的 长 度 L(y) 是 左边 和 式 对 所 有 分 割 取 
的 工 确 界 ， 即 


L(Y) = wp es |z 5 和 一 z(t :ls 


二 = ly > 三 /AN = bj 


同时 ，L(y) 是 所 有 满足 式 (7) 的 员 的 下 确 界 。 从 几何 意义 上 看 ,L(Y) 这 个 量 是 
由 折线 通 近 曲线 且 当 分 割 越 来 越 细 时 取 这 些 折 线 的 长 度 的 极限 得 到 的 《〈 见 图 3 的 
说 明 )， 

目 然 地 ， 我 们 或 许 会 间 : x(1) 和 y(t1) 上 的 什么 分 析 条 件 能 保证 曲线 y 可 求 长 ? 特 
别 地 ，x(7) 和 Y(t) 的 导数 是 否 必须 存在 ? 如 果 是 这 样 的 话 ， 是 否 有 以 下 公式 

bh 
Ly) 一 | Ca'(0) 4 yA) din 

对 这 个 问题 的 回答 直接 导致 了 有 界 
i 这 个 函数 类 在 微分 
学 理论 中 起 着 关键 性 的 作用 。 

假定 FR() 是 定义 在 [a,b] 上 的 复 值 也 
数 ，a 一 看 去 本 去 ee 
个 仇 宙 。 本 这 个 分 割 下 的 变 差 定义 为 


号 IF- Po) 


闪存 在 二 w 使 得 对 所 有 分 割 


图 3 用 折线 逼近 可 求 长 遇 比 
Ee 二 轴 一 也 


AN 
S| F(T | 委 下 


1=! 


则 称 晴 数 玉 为 有 界 变 差 的。 在 定义 中 不 必 假 定 连续 ， 然 而 ， 当 应 用 于 曲线 的 情 
形 时 ， 需 假 是 (1) 二 zs(1) 二 x(1)+iy(1) 是 连 经 的 。 


刀 果 由 下 =4 1 过 上 去 11 一 让 络 下 的 人 芬 割 忆 是 由 二 一 起 去 五 委 … 过 直 一 证 给 


出 的 分 割 的 加 细 ， 那么 在 PP 上 的 变 差 大 于 或 等 于 下 存 PP 上 的 变 差 。 


”车 PP 的 每 个 点 也 属于 P 的 话 ， 则 我 们 说 [ a, 四 的 分 割 了 是 [a,4] 的 分 割 P 的 加 细 。 
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定理 3.1 一 条 由 (x(i ,yi)),a 和 ii 和 和， 参数 化 的 曲线 是 可 求 长 的 ， 当 且 
仅 当 x(1) 和 Y(t) 都 是 有 界 变 差 的 。 

一 县 我 们 观察 到 者 F(t) 二 x(2)+iy(t)， 则 

ROB) — Ft = iD Fb 

且 车 a 和 了 是 实 的 ,， 则 |a+i 记 | 志 |al+|b| 二 2|a+ib|。 

直观 上 ， 有 界 变 差 消 数 不 能 振 淘 得 太 频 繁 ， 振 幅 不 能 过 大 ,一些 例 子 有 助 于 理 
解 这 个 结论 。 

我 们 首先 规范 一 些 术 语 的 用 法 。 对 定义 在 [a,b] 上 的 实 什 了 数 广 只 要 a 二 
ti 二 t; 全 bb 就 有 F(ti) 志 FF(sb),， 称 递增 。 奉 不 等 式 是 严格 的 ， 则 称 f 严格 递增 ， 

例 1 者 是 实 值 的 、 单 调 且 有 界 的 ,那么 下 是 有 界 变 差 的 。 的 确 ， 例如 大 FF 
递增 且 以 形 为 界 ， 则 有 


~M N 
p>, | FU) Fyn) (= 9, Fl) 六 人 二 
方 = 1 Pei 
=F(b) -F(a)< 2M. 
例 2 车 F 在 每 个 点 可 微 ， 且 下 有 界 ， 则 是 有 界 变 差 。 的 确 , 着 | F'| 志 MM， 
由 中 值 定理 得 
对 所 有 x,yel[asb], |F(x)-=-F(y)|<M|Ix-y|。 
因此 ， 
> | FR(5)- Fi) | 安 M(5 一 4)。( 也 见习 题 23。，) 
例 3 令 
a 一 由 a 
Fo 一 smnlw  )。 Ow 1. 
0 ， 4 一 0， 
那么 下 在 [0,1j] 上 是 有 界 变 差 当 且 仅 当 c > 多 (习题 11)。 图 4 说 明了 aa 二 ,4 三 
b 以 及 a = b 三 种 情形 。 
下 一 个 结果 表明 在 某 种 意义 下 例 1 列举 了 所 有 有 界 变 差 图 数 。 关 于 它 的 证 明 ， 
我 们 需要 下 列 定义 。F 在 La,x] 上 的 jo 4 和 YX 和 0) 全 变 差 定义 为 
Ti asx) -sp 了 | BO = FUE } |, 
es 
这 里 上 确 界 对 [a,x 的 所有 分 割 取 。 
若是 复 值 的 话 先 前 的 定义 有 意义 。 接 下 来 的 定义 要 求 下 是 实 值 的 。 以 第 一 
种 定义 的 精神 ， 我 们 说 在 La,x] 上 的 正 变 差 是 
P al @ ,SW) = sup >, 本 
(+) 
文 里 ， 求 和 是 对 所 有 使 得 F(t ) 宇 F(t_1) 的 j 取 , 且 上 确 稚 是 对 [a,xj] 的 所 有 分 割 
取 。 最 后 , 下 在 Lac,xj 上 的 非 负 变 差 定义 为 
FF) = sup >》 —[ FC) — Pl }] ， 
(=) 
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RE 


(YE 
图 4 不 同 a 和 恬 值 所 对 应 的 x"sin (x) 的 图 像 » 89 


入 3 
这 里 ， 求 和 是 对 所 有 使 得 R(t) 所 F(1_1) 的 j 取 ， 且 上 确 界 是 对 [a,x] 的 所 有 分 
割 取 。 
引 理 3.2 假定 F 是 实 值 的 且 在 [a,5] 上 为 有 界 变 差 ， 那么 对 所 有 a 硅 x 三 5 有 
F(x)-—- F(a)= Py(a,x)— Nie(a,x), 


且 
Ti(a,%)= Pi(a,x) + Ni(a,%)o 
证 给 定 e 二 0 存在 La,zj 的 一 个 划分 w& 王 1 云 太 去 过 不 一 %， 使 得 
Pp, = $Y F(t)= Fl) < 与 | Ne — Y= Ly Feta | 
(+) = 
( 为 看 到 这 一 点 ， 仅 需 运 用 定义 对 具有 可 能 不 同 分 割 的 Pr 和 Ns 得 到 类 似 估 计 ， 接 


大 考虑 这 两 个 分 割 的 公共 加 细 。) 由 于 
Rl() 一 F(a) = 》 F(t)— F(t)— >, i [PCs) = Fs) |), 
{ +) 


{ 一 】 
因而 有 | PR(xz) -Pa)-[Pr=-ANr|<2s， 这 就 证 明了 第 一 个 等 式 。 
关于 第 二 个 等 式 ， 我 们 也 注意 到 对 [a,x|] 的 任何 分 割 a==w6 过 4 去 去 导 一 
Ny 


2 PSY Pls gy} l= > Fw- Pyar) 4 ¥ = [F(t)= Fs.0)] ， 
] (++) 一 


J 二 


因此 < p. 村 AN 6 此 县 也 纺 含 


D FO) Fld FY -— [Fy)-— F(t) Tss 
b= 


(二 ) 


Id fo 
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又 一 次 ， 我 们 用 定义 Pr 和 Nr 的 分 割 的 公共 细 分 导出 不 等 式 Pr + Ny 二 Tp， 
引 理 得 证 。 

定理 3.3 [a,b] 上 的 实 值 阴 数 请 是 有 界 变 差 的 当 且 仅 当 它 是 两 个 有 界 递 增 限 
数 之 差 。 

证 显然 , 春 有 = 局 -f,， 其 中 每 个 有 界 且 递增 ， 则 是 有 界 变 差 ，。 

反 过 来 ,假定 中 是 有 界 变 差 的 ， 则 令 F(x) 三 Pp(asx)+F(a) 以 及 F(x)= 
Ne(a,x)。 显 然 ,， Fi 与 忆 都 是 递增 的 ， 且 都 为 有 界 变 差 ， 根 据 引 理 有 F(x)= 
FCw) = EF (ww)o 

作为 一 个 推论 ， 一 个 复 值 有 界 变 差 函 数 是 四 个 递增 的 函数 的 ( 复 ) 线性 组 合 ， 

回 到 由 连续 图 数 z(0) 王 xi) +iy(t) 参 数 化 的 曲线 y， 我 们 想 要 对 它 相 应 的 长 度 
图 数 作 些 评论 。 假 设 曲线 是 可 求 长 的 ,定义 Z(4,B) 为 y 在 4A 志 1B, 其 中 a 志 4 
三 BB 三 b， 部 分 的 长 度 。 注意 到 L(4,B8)= 二 Tp(4,B)， 其 中 FR(1)= 二 z(t)。 则 有 

AASCEB LA CYLE(G B= L(AB):, (8) 

我 们 也 观察 到 L(4,8) 是 有 8 的 连续 图 数 (也 是 4 的 )。 由 于 它 是 一 个 递增 上 
数 ， 要 证 明 它 在 号 的 左 连续 性 ， 仅 需 对 每 个 B 和 e 二 0， 能 找到 B, 二 B 使 得 L(4， 
Bi1) 宇 L(4,B) -s 即 可 。 为 此 ， 首先 找到 一 个 分 割 4 一句 过 三 过 …<ty = 二 8 使 得 相 
应 的 折线 长 度 三 L(4,B) -se/2。 根 据 肾 数 z(t) 的 连续 性 ， 能 找到 B| 满足 ii 过 有 
三 B， 使 得 |z(B8) -z(Bi)| 和 sy2。 现 在 对 于 加 细 的 分 割 6 过 i 过 :<in_1 过 8 过 
8， 折线 长 度 仍然 宇 L(4，B)- sa/2。 因 此 ， 对 应 于 分 割 o 去 让 三 … 达 tw_j 三 B81 的 长 
度 宇 L(A4,B) -zs， 且 因此 L(4,B,) 宇 1L(4,B) -ss 

为 证 明 在 B8 的 右 连 续 性 , 令 z 二 0,， 取 任何 C6 二 > 8B, 上 且 选取 分 割 B= 二 三 4 过 … 达 


N=1 


ty =G 使 得 L(B,C) -a/2 二 3 EC )— z(t:) | 。 咎 需要 的 话 考虑 这 个 分 割 的 细 分 ， 由 
1=0 
于 z 是 连续 的 ， 可 以 假设 z 是 连续 的 ， 因 此 | z(4 )-z(tbo)| 过 seX2。 若 记 B =z(ti)， 则 有 
L(B CG) =:e/2<. e722 + E(B: CGC)o 


由 于 L(B,B1) + L(B1,C)=L(B,C), 故 有 L(B,B1) 达 se， 因此 LL(4,B,) -L 
(A,B)= ze, 

注意 到 我 们 所 观察 到 的 上 述 结 果 可 重 述 如 下 : 奋 一 个 有 界 变 差 图 数 是 连续 的 ， 
则 它 的 全 变 差 也 是 连续 的 。 

下 一 个 结果 是 微分 理论 的 核心 定理 。 

定理 3.4 夺 F 在 [a,b] 上 是 有 界 变 差 的 ， 则 FF 几乎 处 处 可 微 。 

换 句 话说 ， 对 几乎 每 个 xela,b]， 商 

mt Cx +h)— F(x) 

hs0 


存在 。 根 据 先前 的 结果 ， 仅 需 考虑 下 递增 的 情形 ， 事实 上 ， 可 首先 假定 下 连 
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续 。 这 使 得 论证 简单 些 。 关 于 一 般 情形 ， 我们 留 到 后 面 ( 见 3.3 市 。) 研究 一 个 有 
界 变 差 哨 数 可 能 的 不 连续 性 的 本 质 ， 且 将 其 归结 为 “跳跃 陆 数 ”的 情形 是 有 教 
花 的 。 
现 从 里 斯 (Riesz) 得 到 的 一 个 漂亮 的 技术 性 引 理 开始 ， 它 具有 禾 盖 论证 的 
引 理 3.5 假设 6 是 R 上 的 连续 实 值 函数 ， 令 为 使 得 对 某 个 有 = 二 h, 二 0， 
G(x+h)>> G(x) 


成 立 的 点 x 的 集合 。 厅 EE 是非 空 的 ， 则 它 必定 是 开 集 ， 因 此 可 以 写成 可 数 个 不 相交 
开 区 间 的 并 mig 在 (a,bi) 是 在 这 些 并 中 的 一 个 有 限 区 间 ， 则 
6G(b,) -GC(a,)=0, 


证 由 于 6 是 连续 的 ,显然 只 要 EE 是 非 空 的 ， 则 它 必 须 是 开 集 ， 且 因此 可 以 
写成 可 数 个 不 相交 的 开 区 间 的 并 (第 1 章 的 定理 1.3)。 若 (a4 ,bi) 表 示 在 这 个 分 解 
0 个 有 限 区 间 ， 则 a #g EE; 因此 我 们 不 能 有 6C(b) 壹 60)。 现 在 假定 C( 外 ) 去 

(ay)。 由 连续 性 ， 存 在 a 三 c 达 b; 使 得 


G(a,) +G(b,) 
2 


日 事实 上 我 们 可 以 选取 c 离 区 间 (a ,处 ) 右 边 最 远 。 由 于 ce 五 ， 存 在 d>e 使 得 
CUd)>C(ec)。 由 于 内 站 瑟 ， 对 所 有 关 人 六 有 CUx) 委 6G(); 因此 d 三 5b,。 由 于 
G(d) 二 G(ec), (根据 连续 性 ) 存在 满足 c 人 dc 二 刀 且 CU(c') 王 CUc)， 这 与 c 离 区 
间 (a ,bi) 右 边 最 远 这 一 事实 矛盾。 这 表明 必须 有 G(a) 二 G6(b,)， 引 理 得 证 。 

注 基于 以 下 的 理由 这 个 结果 有 时 称 为 “旭日 升 引 理 ”。 夺 我们 想象 太阳 从 东 
方 ( 在 右边 ) 升 起 而 光线 平行 于 x* 轴 ， 则 6 图 像 上 的 点 (x,G(x)),，xeE 恰好 是 
阴影 中 的 点 ; 这 些 点 出 现在 图 5 的 黑体 部 分 。 


G(le)= 


图 5 旭日 升 引 理 


对 引 理 3. 5 的 证 明 做 小 的 修改 后 给 出 : 
系 3.6 假定 6G 是 闭 区 间 [a,b] 上 的 实 值 连续 函数 。 千 户 表 示 (a,b) 中 使 得 对 
某 个 hh 二 0，G(x+h) 二 G(x) 的 点 % 的 集合 ， 则 EE 或 者 是 空 集 或 者 是 开 集 。 奢 是 后 


NS 


和 


a 《 人 
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一 种 情形 ， 则 除去 a = 二 aj 外 它 是 不 相交 的 可 数 多 个 区 间 (wyoD) 之 并 且 G(a1)==6G 
(6b,)。 在 a 三 a 的 情形 ， 仅 有 CUGai) 迄 CC()。 
为 证 明 该 定理 ， 需 定义 量 
A,(F)(x) 一 
也 需 考 虑 如 下 定义 的 在 * 处 的 四 个 迪 尼 (Dini) 数 : 
DD (F)(%)=limsup As(F)(%), 
/二 0 
D (FF) (x) =liminf 人 《区 ) 
i 
及 (F)(x)=limsup An(F)(*), 
h=<0 
D_(F)(z)=liminf Ar(F)(%). 


=0 


ad (1) 对 于 a ee i Dt ta), 


(iiy RT a ww DFItwje DD (FI(gm)s 

的 确 ， 大 这些 结 果 成 立 ， 运 用 (前) 于 -有 -x) 而 非 F(x)， 对 于 a.e. x， 得 
到 D (F(z) 委 D (5)(%w》。 轩 此 对 于 及 总 大， 

DD* 芝 这 和 -区 办 过 攻 5eu。 

故 所 有 四 个 迪 尼 数 有 限 且 几乎 处 处 相等 ， 因 此 对 几乎 每 个 点 x*，F"'(%) 存 在 。 

假设 递增、 有 界 ， 且 在 la,b] 上 连续 ， 则 对 一 个 固定 的 y 二 0, 令 

Bb = DD (PY 

首先 ， 我 们 断言 &) 可 测 。《〈 习 题 14 给 出 这 一 简单 事实 的 证 明 概 要 。) 接着 ,我们 
运用 系 3.6 于 函数 G(x) 二 F(x) -yx,， 且 有, CU(a, ,6;), 其 中 F(b) -F(a,) 宇 
Y(b 一 xds 基地， 


m(Ek, ) 委 Ym( (ay,b;)) 

K 

< Pb) Fo,) 

和 

<—(F(b) = (ns 
所 以 ， 当 y 趋向 无 穷 时 ，m(,) 一 0， 且 由 于 对 所 有 y，1D*(F) (4)< wl BE,， 
这 证 明了 几乎 处 处 D* (F)(x*)=<%。 
对 于 固定 的 实数 r 和 RR 使 得 R 二 r, 令 
E=ixe|@b|l.D (F(xr)>Rr>D (F(x)!, 

一 旦 证 明了 m(E)= 二 0， 就 证 明了 几乎 处 处 D*(F)(x) 三 DD_(F)(x)， 仅 需 让 RR 和 7 
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在 有 理 数 范围 内 变化 旦 满足 RR 放 7 

为 证 明 m(E) 二 0， 我们 可 以 假定 m(E5) 二 0， 从 而 得 到 一 个 了 矛盾。 因为 R/T 请 
1 ， 所 以 能 够 找到 一 个 开 集 0 使 得 COC(a,b)，, 仍然 有 m(0) 二 m(E):… R/r。 

现在 0 可 写 为 U7, ,1 是 不 相交 开 区 间 。 固 定 n 运用 系 3.6 于 区 间 - 刀 上 的 函 
数 G(x) 二 -FF( -x) +rx。 再 次 通过 原点 反射 得 到 包含 于 /的 开 集 U, (ai,b;)， 其 
中 区 间 (a ,bi) 不 相交 ， 满足 

F(b, gs 

然而 ， 这 次 在 每 个 区 间 (ai,b;) 上 ,运用 系 3.6 于 G(x) 二 (x) -Rx。 从 而 
得 到 一 个 由 不 相交 的 开 区 间 (a ,bi;) (对 每 个 j,(aij,b4;)C(as,bi;)) 的 并 组 成 的 
开 集 0 二 (asj,bi;)， 且 

F(b,) -F(a,;)>R(b,;- aj) 
接着 ， 利 用 下 递增 这 一 事实 我 们 发 现 


a 
m(0.)= > (b,: -ar -一 ~ Fl Fe 
3 


] 
和 - F(a,) i 
厂 
gm,)s 
注意 到 0, 必 E[11,。 由 于 对 每 个 xeE, D+*(F)(x)>R 有 rr>D (F)(x); 当 
然 ，! 汪 0,， 现 在 对 n 求 和 ， 因 此 
m(E)=B mEN,) SH m0,) < 


严格 的 不 等 式 给 出 一 个 闻 盾 ， 从 而 至 少 当 连续 时 定理 3.4 得 证 。 

在 下 是 单调 滑 数 ， 让 我 们 看 看 所 能 得 到 的 最 接近 于 (6) 的 结果 是 什么 。 
系 3.7 阁下 递增 且 连 续 ， 则 产 几 乎 处 处 存在 。 进 而 下 ' 可 测 ， 非 负 , 上 且 
[F(ar< by = FCay. 

特别 地 ， 若 正在 R 上 有 界 , 则 F' 在 R 上 可 积 。 
证 对 nn 三 1， 我 们 考虑 商 
F(x+l1/n) J 


Ga lI/n 


根据 先前 的 定理 , 对 a e.x 有 G(x) 一 F(x)， 这 尤其 表明 严 可 测 且 非 负 。 
我 们 现在 将 延 拓 为 整个 R 上 的 连续 函数 。 根 据 法 图 引 理 (第 2 章 引 理 1.7) 
我 们 知道 


b b 
| F'(x) dr <liminf| G(x)dx 。 
为 完成 证 明 ， 仅 需 注 意 到 
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b ] bh ] b 
上 可 (和 = F(x + /nyds -了 一 | F(x)dx 


] b+l/n ] b 
一 F dy = 一 一 | F(x)d 
an TO ~ Th (ea 


1/n 
1 b+l/n ] 全 十] xz 
> | F(x)dx “了 六 和 F(x)dx © 


由 于 连续 ， 当 nn 趋向 无 穷 时 ， 第 一 与 第 二 项 分 别 收敛 于 RF(5) 和 F(a)， 系 
237 各 证 。 

大 我 们 允许 下 在 所 有 的 连续 递增 函数 里 取 ， 系 的 不 等 式 不 能 再 有 任何 改进 ， 
下 面 重要 例子 表明 了 这 一 点 。 

康 托 尔 - 勒 贝 格 函 数 

以 下 简单 的 构造 得 到 一 个 连续 函数 五:[0,1] 一 [0,1]， 它 是 递增 的 满足 六 (0)= 
0 以 及 F(1) 三 1, 但 几乎 处 处 F'(x) 三 0! 因此 是 有 界 变 差 , 但 


[Fd 2 Fay. 
回顾 第 1 章 第 1 节 末 尾 描 述 的 标准 康 托 尔 三 分 集 CC [0,1]， 有 
c= 6,, 
k=0 


其 中 每 个 CG, 是 2* 个 不 相交 闭 区 间 的 并 集 。 例 如 ，C =[0,17X3]U[2X3 ,1I]。 令 民 
(x) 为 L0,1] 上 递增 的 连续 困 数 ， 满 足 太 (0) 王 0,P(x) 王 1742(0173 入 xz 委 2/3 ) ，P 
(1) 二 1, 且 Fi 在 C1 上 具有 线性 。 类 似 地 ， 令 『,(x) 满 足 连续 与 递增 ， 且 使 得 
0 ， 让 一 0， 
1/4,， 179 279.. 
Fj; (x)=4 17/2, 1 3 
3/4,， TA9& wR BAN, 
Ls x 二 1， 
且 F, 在 C, 上 具有 线性 ( 见 图 6)。 
继续 这 个 过 程 得 到 一 个 连续 递增 的 函 
数列 | 1"_1， 它 显然 满足 
Paits) — EF(2) |<2™"™, 
因此 | ,1*_ ,一致 收敛 到 连续 极限 ， 它 称 2 
为 康 托 尔 - 勒 贝 格 函 数 (图 7)2。 根 据 构 ” 14 
造 ,FF 递增 , F(0)==0 以 及 F(1)=1, 且 
在 康 托 尔 集 的 补 集 的 每 个 区 间 上 下 是 常数 。 人 a 
由 于 m(C)= 二 0， 所 以 几乎 处 处 玉 F(x)==0， 
这 正 是 我 们 想 要 的 。 


3/4 


图 6 忆 的 构造 


@ ”读者 可 以 检验 该 函数 的 确 与 第 1 章 习 题 2 给 出 的 消 数 一 致 。 


3 函数 的 可 微 性 
本 节 内 容 表明 了 有 界 变 差 的 假设 保证 了 导数 的 几乎 处 处 存在 性 ， 但 不 能 保证 
公式 
[PF'(x)dx=F(b) -F(a) 


的 正确 性 。 在 下 一 节 ， 我 们 将 给 出 以 上 等 式 成 立时 函数 应 该 满足 的 条 件 ， 它 将 完全 
解决 建立 上 述 等 式 的 问题 。 


图 7 康 托 尔 - 勒 贝 格 遇 数 


3.2 绝对 连续 函数 
N 

对 于 定义 在 [a,b] 上 的 函数 F， 若 对 任意 6 0， 存 在 60 使 得 只 要 了 (5 - 
kil 


gi) <5 且 区 间 (a,b4) ,二 1,2,…,N 不 相交 , 就 有 
N 

DS |F(B)= Fla) |< es 

k=1 

则 称 F 为 绝对 连续 。 下 面 依次 给 出 一 些 一 般 注释 。 

。 从 该 定义 可 知 ， 绝 对 连续 函数 显然 是 连续 的 ， 且 事实 上 是 一 致 连续 。 

。 若 下 在 一 个 有 界 区 间 上 绝对 连续 ， 则 它 在 该 区 间 上 也 是 有 界 变 差 。 此 外 ， 
容易 看 到 ， 它 的 全 变 差 是 连续 的 〈 事 实 上 绝对 连续 ) 。 作 为 一 个 推论 ， 由 3.1 节 可 
知 ， 这 样 的 函数 严 可 分 解 为 两 个 连续 的 单调 函数 。 

。 若 FUz)= [f(y)dy ， 其 中 /可 积 ， 则 严 绝 对 连续 。 这 可 从 第 2 章 的 命题 
1. 12 的 (站 ) 立即 得 到 。 

b 

事实 上 ， 最 后 的 注释 表明 ， 若 我 们 希望 证 明 | P(x) dx 二 (5b)- F(a) ， 则 绝 
对 连续 性 是 施加 于 严 的 一 个 必要 条 件 。 

定理 3.8 车 在 [a,b] 上 绝对 连续 ， 则 "(x) 几乎 处 处 存在 。 进 而 ,车 几乎 
处 处 有 严 (x*) 天 0， 则 下 为 常数 。 

如 同 我 们 上 面 看 到 的 ， 由 于 一 个 绝对 连续 函数 是 两 个 连续 单调 函数 之 差 ， 对 ae 
xF"'(x) 的 存在 性 从 我 们 已 经 证 明 的 可 得 到 。 为 证 明 (x)= 0a.e. 蕴涵 下 是 常数 这 个 结 
论 要 用 到 引 理 1.2 中 的 覆盖 方法 。 我 们 暂时 回 到 d 维 的 一 般 情形 去 描述 该 方法 。 
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对 于 由 一 些 球 1B| 组 成 的 艇 ， 夺 对 每 个 x*eE 以 及 任意 7” 记 0， 存在 球 BeB， 
使 得 xeB 且 m(B8) 二 mn， 则 称 B 是 集合 bE 的 一 个 Vitali 覆盖 。 因 此 每 个 点 被 测度 任 
意 小 的 球 窗 冀 。 

引 理 3.9 假定 EE 是 一 个 有 限 测度 集 ， 且 B 是 Ek 的 一 个 Vitali 履 盖 。 对 任意 
6 0， 我 们 能 够 在 B 中 找到 有 限 多 个 不 相交 的 球 Bi ,B;,… ,Bw 使 得 


Ny 


>》 m(Bi) =m(E)-565 


Ws 
证 ”我们 累 次 运用 初等 引 理 1.2， 目标 是 穷尽 EE。 仅 需 取 6 充分 小 ， 比 如 说 ， 
6 二 m(E)， 运 用 刚 提 到 的 覆盖 引 理 ,我 们 能 够 在 B 内 找到 最 初 的 不 相交 的 球 B， 


NI 
B, ,…,BN 使 得 mm(B,) 三 75 (为 记号 简单 起 见 ， 我 们 写 y 一 3-) 。 的 确 ， 首 先 
i 三 1 


对 的 适当 的 紧 子 集 E' 有 m(E') 宇 8。 因 为 E' 的 紧 性 ， 我 们 可 以 用 B 中 的 有 限 
多 个 球 覆 盖 它 ， 且 先前 的 引 理 允许 我 们 选取 不 相交 的 子 球 篮 B) ,B,,…,B、 使 得 
Ai 
Vm(B,) >ym(E') 三 y5。 
三 | 

有 了 B,B,,… ,Bw 作为 初始 的 球 序列 ， 现 考虑 两 种 可 能 性 : 或 者 Ym(B;) > 

t=1 
AN 


m(E) - 8, 我 们 在 = Ni 时 完成 了 证 明 ; 或 者 m(Bi) <m() - 5 对 于 第 二 种 情 
| 
形 ; 夺 轧 二 ~ UB, 则 有 m(EE,) >65(m(B,) 二 m( B,) ) ,我 们 接着 重复 先前 的 方法 ， 


选取 6; 的 紧 子 集 E 满 足 m(E) 宇 6, 且 注意 到 B 内 与 U 所 不 相交 的 球 仍然 徐 盖 
且 事 实 上 给 出 了 E, 的 一 个 Vitali 覆盖 ,因此 对 于 已 :也 如 此 -因此 我 们 可 以 选取 有 限 
个 不 相交 的 球 Bi 中 ，N < i< N,, 使 得 2 ym(Bi) 之 y6。 因此 ,现在 
N, 


Ym(B,;) >27y6, 上 有 > 量 : 寿 li N,, 不 相交 。 
| 


N, 
我 们 再 次 考虑 两 种 交替 的 可 能 性 ， 即 》 m(B,) 宇 m(E) -8 成立 与 否 。 对 于 第 
2 
一 种 情形 , 我 们 在 N, 二 NN 时 完成 了 了 证明。 le Tosi 我 们 像 上 面 那样 处 理 。 
右 以 这 种 方式 继续 ， 到 了 第 上 步 ， dh 这 时 已 经 选取 了 不 相交 的 球 
它们 的 测度 总 和 三 hy5。 在 任何 一 种 情形 ， 夺 上 = on 上 ) - 5)7Z76， 则 我 们 在 第 
步 就 实现 了 想 要 的 目标 ， 这 是 由 于 在 这 种 情形 时 5 mB,) > m(E) - 
是- 者 
下 面 是 引 理 3. 9 的 一 个 简单 推论 。 
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系 3.10 我 们 能 够 选取 球 使 得 
人 


m(E- U 有 | < 2 5 


三 
事实 上 ， 令 0 为 满足 0 必 DE 且 m(0-) 二 6 的 开 集 ， 由 于 我 们 处 理 的 是 EE 的 Vitali 
绪 苹 ， Me to 上 所 有 选择 均 为 包含 于 0 的 球 。 奉 我 们 这 样 做 的 话 ， 则 (Ek - 


U 8)UU B,C 0， 这 里 左边 的 并 是 不 相交 集合 的 并 。 因 此 ， 


fs 


m[E _U 有 | <m(0) -m(U B, | <m(E) +86= (m(E)-6) =26. 


我 们 现在 转向 实 直 线 的 情形 。 为 完成 定理 的 证 明 仅 需 表 明 在 定理 的 假设 下 有 
(bb) 二 F(a)， 这 是 由 于 车 证 明 这 一 点 ,我 们 可 将 区 间 [a,b] 换 为 任何 于 区 间 。 令 E 
为 使 得 产 (x) 存在 且 为 零 的 那些 xe (a,b) 的 集合 。 根 据 假设 m(E)=b -a。 接着 ， 
暂时 国定 e 二 0。 由 于 对 每 个 xe 尼 有 

时 F(x+h)—F(x) 
/0 h 
则 对 每 个 5 三 0 有 一 个 包含 x 的 开 区 间 7==(&,b,)Cla,b|]， 满足 
IF(b)-F(a)|<e(b -a)Hb, -a <n. 

这 些 区 间 构 成 了 5 的 Vitali 覆盖 ， 因 此 根据 引 理 ， 对 于 56 二 0， 我 们 能 够 选取 

有 限 个 1 ,1 入 ii 过 N, 1 =(ai)C [a,b]， 它 们 不 相交 且 使 得 


A 


Dm(l)m(E)-=6=(b -a)-6. (9) 


然而 ，| (4;) -F(a,) | 志 a(b6; -a;)， 由 于 区 间 1 不 相交 且 落 在 [a,8] 上 , 将 
这 些 不 等 式 相 加 得 到 


一 和， 


ph [IF(b) - F(a) |<a(b -a)., 


| 


接 者 考虑 U /在 La,b] 上 的 补 集 , 它 由 全 长 和 性 6( 因 为 式 (9)) 的 有 限 多 个 闭 区 间 


M M 
UTei,B4] 组 成 ,因此 根据 的 绝对 连续 性 (车 5 根据 s 适 当选 取 ), | P(Bi) - 
一 Kl 

F(a;) | 三 z。 将 这 en 放 在 一 起 ， 则 


[IF(b) - Fla) |< a | FObi) — Flai) | + > |F(Bi) - F(a) |<e(b -a)+t+e. 


由 于 ee 是 任意 正 数 ,我 们 得 出 (4b) - F(a) 二 0， 这 就 是 我 们 着 手 要 证 的 。 

下 面 的 定理 是 我 们 所 有 努力 的 顶点。 特别 地 ， 它 解决 了 我 们 的 第 二 个 问题 ， 建 
立 微 分 与 积分 之 间 的 对 应 关系 。 

定理 3.11 假定 在 [a,b] 上 绝对 连续 ， 则 产 几 乎 处 处 存在 且 是 可 积 的 。 并 
且 ， 对 所 有 a 志 x% 志 b， 


Ye 玄 
¥ 97 
有 


F(x) -Pla) 一 | 天 (y)dy 。 
令 x 二 56， 可 得 到 
yn 
反 过 来 , 车 在 [a,b] 上 可 积 ， 则 存在 绝对 连续 函数 使 得 几乎 处 处 
r(x) 二 A(x)， 且 事实 上 ,我 们 可 以 取 po PAD 
证 ”由 于 一 个 实 值 绝对 连续 函数 是 两 个 连续 递增 函数 的 差 ， 系 3.7 表明 灰 在 
[a,b] 上 可 积 。 现 在 令 CO= | PF'(y)dy, 则 G6 绝对 连续 ; 因此 差 CUx)-FGxz) 也 


是 绝对 连续 的 。 根 据 勒 贝 格 微分 定理 (定理 1.4)， 我 们 知道 对 a.e. x, G(x) 二 所 
(x); 因此 差 忆 =C 有 几乎 处 处 为 0 的 导数 。 根 据 先 前 的 定理 可 得 出 -6G 是 常数 ， 
计算 表达 式 在 x 二 a 的 值 给 出 所 要 的 结果 ， 


Se 反 向 的 结论 是 我 们 早期 观察 的 一 个 结果 ， 即 | /(y) dy 绝对 连续 ， 勒 贝 格 微分 定 


3。 理 给 出 几乎 处 处 F(x) 二 f(x)， 


3.3 跳跃 函数 的 可 微 性 

我 们 现在 研究 不 一 定 连续 的 单调 冰 数 。 研 究 结果 允许 我 们 去 挤 先 前 在 定理 3.4 
的 证 明 中 所 做 的 连续 性 假设 ， 

与 前 面 一 样 ， 我 们 可 以 假定 尺 递 增 且 有 界 。 特 别 地 ， 这 两 个 条 件 傈 证 了 极限 

F(x )=lim Fy) 二 Fw =—limF(y) 
pe os 

人 存在。 当然 (x ) 科 PC2EFES )， 且 各 RE) 一 CC )， 则 下 和 在 天 处 连续 ; 否 
则 ， 我 们 说 它 有 一 个 跳 获 的 不 连续 性。 震 运 的 是 ， 由 于 它们 至 多 有 可 数 个 ， 这 种 不 
连续 性 是 可 以 处 理 的 。 

引 理 3.12 [La,b] 上 的 一 个 有 界 递增 图 数 下 至 多 有 可 数 多 个 不 连续 点 

证 春玉 在 * 处 不 连续 ， 我 们 可 以 选取 一 个 有 理 数 六 使 得 Fx  ) 过 六 去 下 


(x )。 若 /在 “与 处 不 连续 且 # 达 z， 则 有 P(x' )< F(z )， 故 产 雯 re。 因此 ， 
每 个 有 理 数 至 多 对 应 了 的 一 个 不 连续 点 ， 因 此 至 多 有 可 数 多 个 不 连续 点 


现在 令 {x,1”_1 为 的 不 连续 点 集 ， 四 二 a 笼 下 将 坟 的 腾 诺 ， 重 a 一 
F(x ) -F(x )。 则 
F(x )= F(x, ) +Q,, 
且 对 某 个 满足 0 0, 硅 1 的 0,， 
F(w,)= F(x ) +Oa bo 
若 令 
局， 这 六 
(= -本 nk 


LL -ke 


3 函数 的 可 微 性 
则 相应 于 天 的 跳跃 函数 定义 为 


Jp (x) = > 0 Cs) D 


全 三] 
为 和 滑 便 起 见 ， 在 不 造成 混 清 的 情况 下 ， 我 们 将 J 记 为 J 
我 们 第 一 个 观察 ， 是 春玉 有 界 、， 则 有 


py F(a)<%, 
二 


因此 定义 J A 

引 理 3.13 行 下 在 |&,p] 上 递增 有 界 ， 则 

Ci eg 且 在 x* 与 有 相等 的 跃 度 . 

(1) 差 P(xz) =J(x) 递 增 且 连续 。 

证 有 有 对 所 有 n,X 关 X,， 每 个 记 在 x 处 连续 ， 由 于 级 数 一 致 收敛 ,J 必须 在 x 
处 连续 。 知 对 某 个 N,z 一 xw， 则 写作 


/x A > Qnjn( x) 


nN+|] 


运用 与 上 面相 同 的 论证 ， 可 知 右边 的 级 数 在 * 处 连续 。 显然 ， 有限 和 在 xw 有 
尺度 为 av 的 跳跃 不 连续 性 。 
对 于 (五 )， 由 ( 1) 立刻 推出 天- 了 连续 。 最 后 , 若 y 地 x 有 
J(y) = 1(x) < > (人 


其 中 最 后 的 不 等 式 由 于 下 递增 而 得 和 到。 因此 
F(x) = Ix) F(yY) -J(7Y), 
因此 差 丰 -J 是 递增 的 。 
由 于 可 将 请 写 为 F(x)==| F(x) -J(x)|+J(x)， 所 以 我 们 的 主要 目标 是 证 明 J 
几乎 处 处 可 微 
定理 3.14 各 /是 以 上 考虑 的 跳跃 函数 ， 则 (x) 几乎 处 处 存在 且 为 0。 
证 ”任意 给 定 a 二 0,， 我 们 注意 到 那些 使 得 


(10) 


lim sup 
h—0 


的 x 的 集合 是 可 测 集 。( 下 面 的 习题 14 给 出 这 个 小 事实 的 证 明 概要 。) 假定 6 = 
m(E) ， 则 需要 证 明 5 一 0。 现 在 由 于 定义 / 的 级 数 六 a, 收 伍 , 则 对 任何 n(n 的 值 
后 面 再 选取 ) ,总 可 以 找到 充分 大 的 使 得 也 a, 三 。 接 着 ， 记 

Jotx) 一 六) 
因为 我 们 对 N 的 选择 有 

J(b) -Jo(a)<n (11) 
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然而 ,J 一 太 是 有 限 多 个 形 如 axz) 的 项 的 和 ， 因 此 使 得 式 410) 成 立 的 那些 

点 集 ， 其 中 J 换 为 败 , 至 多 在 一 个 有 限 集 上 ， 比 如 说 zi yw,xzwi， 与 五 不 同 。 

因此 我 们 可 以 找到 紧 集 天， 满足 浆 ( 天 ) 三 6[2， 使 得 对 每 个 YE 大 满足 lim sup 

Jo lw th) = Jo(%) 
h 

(ao)> 二 es -a,)。 我 们 冯 先 能 找到 和 窗 盖 KK 的 有 限 区 间 族 ， 运用 引 理 1.2 选取 不 


> eu 因此 ， 存 在 包含 xx 的 区 间 (a ,0 )，xreE 天 使 得 J0(0) = 


相交 的 区 间 丰 ,二 大 ,满足 >》 m(1;) 三 m(K)/3。 这 些 区 间 /二 (a;，b) 当然 
;=1 , 
满足 
Jo(bi) -Jo(a)> 2(b,— 60)s 
现在 ， 
N 
= 5 BB yw 本 

Jo(b) Jola) > Jolb;) = Jo la) 8 (0 至 a ) a ben 人 oy 

因此 根据 式 (11)，g6/6 二 ,由 于 我 们 可 以 自由 地 选取 ， 这 就 得 出 6 二 0， 
因而 定理 得 证 ， 


4 可 求 长 曲线 与 等 周 不 等 式 


我 们 转 癌 可 求 长 曲线 的 进一步 研究 ， 冯 先 考 虑 关于 参数 化 曲线 (x(1) ,7 ) 的 
弧 长 公式 


b 
5 一 | Cx 2)? 4 yt) Yd (12) 


的 正确 性 。 

可 求 长 曲线 恰好 是 那些 x( 电 和 Y(i) 除 连续 外 还 是 有 界 变 差 国 数 的 那些 曲线 。 然 
而 一 个 简单 例子 表明 在 这 个 情形 下 式 (12) 不 总 是 成 立 。 的 确 , 令 x(1) 二 f(t) 以 及 Y 
(1t) 二 R(t1)， 其 中 是 康 托 尔 - 勒 贝 格 函 数 且 0 三 1 三 1， 则 该 参数 化 曲线 勾画 出 从 
(0, 0) 到 (1,，1) 的 直线 ， 其 长 度 为 /2， 仍然 有 对 a.e, tx'(t)==y'(1)==0。 

硅 我 们 附加 假定 参数 化 表示 的 坐标 孔 数 是 绝对 连续 的 ， 则 表示 弧 长 工 的 积分 公 
式 事实 上 是 正确 的 。 

定理 4.1 假定 (x(t) ,y(t) ) 是 对 a 三 1 三 5 定义 的 曲线 。 着 x(1) 和 yy(i) 痢 是 绝 
对 连续 的 ， 则 曲线 是 可 求 长 的 ， 且 硅 虐 表示 它 的 长 度 ， 则 有 

5 一 [ (0) Fd 

注意 到 奇 (t) 二 x(1) +iy(1) 是 绝对 连续 的 ， 则 它 自 然 是 有 界 变 差 ， 因 此 曲线 是 可 
求 长 的 。 式 (12) 是 下 面 命 题 的 直接 推论 ， 它 可 视 为 天 于 绝对 连续 函数 的 系 3.7 的 
一 个 更 为 精确 的 叙述 。 

命题 4.2 假定 是 复 值 函 数 ， 且 在 La,b] 上 绝对 连续 ， 则 


b 
Tab) =| [ECEY | 。 


事实 上 ， 因为 定理 3, 11， 对 [a,b| 的 任意 分 割 go 5 上册 Rs = 有 
N N 1 
S$ | PL)= Fb |= >. | F"'(t)dt 
j= y= ji-1 


N 
< i | 天"() | dt 
jl ya 


=] | FY ey | dpe 


这 证 明了 
和 <[ Ie) Ei (13) 
为 证 明 相反 的 不 等 式 , 固定 六 0， 运 用 第 2 章 的 定理 2.4 可 找到 [a,5] 上 的 
一 个 阶梯 两 数 g， 使 得 二 g+h 且 [|h(D) 1d <。 设 C(x) 一 [ g(a, 而 


HCw) =[ h(n)d ， 则 = 二 G+ 有 ， 且 容易 看 到 


Fa bET ob) =T (ub)s 
然而 ， 根据 式 (13)，Ti(a,b) 二 as， 因此 
(lasb)TAdb) -Bo 
现在 分 割 区 间 [a,6b5] 为 a 二 三 ti 二 … 达 ty 二， 使 得 阶梯 消 数 g 在 每 个 区 间 
(上 是 生 数 。 则 


Te(a,b) 2 CC- Gi) 
|] 


J ， | 
一 这 59d| 
=- 工 | epDlu 


ph 
=| g(t) | di 
-h pb 
由 于 | |g(1) | d 关 | | Fr) dt - se， 作为 一 个 推论 我 们 得 到 


b 
T;(a,b) =| | RAE) di = 2 ; 


令 a 一 0, 我 们 证 明了 想 要 的 不 等 式 ， 从 而 证 明了 定理 。 
现在 ， 任 何 曲线 (可 视 为 映射 + 一 z(1) 的 像 ) 事实 上 可 以 用 许多 不 同 的 参数 化 
实现 。 然 而 一 条 可 求 长 曲线 ， 伴 随 着 它 有 了 唯一 的 自然 参数 化 一 一 弧 长 参数 化 。 的 
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~ 由 
三 
外 


¥ rt 1 


ys 


六 
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确 ， 令 L(A,B) 表 示 长 度 函 数 (3. 1 节 考 虑 过 的 )， 且 对 于 [a,6b] 中 的 变量 1 设 s 二 5 
(区 一 Ze) ， 则 引 长 sb0) 是 一 个 将 [ae ,oj 映射 为 10 沁 ] 的 连续 递增 函数 ， 其 中 二 是 
曲线 的 长 度 。 曲 线 的 弧 长 参数 化 现在 由 z(s)=*(s)+iy(s) 给 出 ， 其 中 对 于 三 
(1)， 有 z(s) 二 z(t1)。 注 意 用 这 种 方式 函数 z(3) 在 [0,L] 上 是 合理 定义 的 。 这 是 
易于 着 s() 三 s (bs 和 过 轴 ， 则 事 委 上 世相 在 区 间 [ .已 ] 上 没 有 变化 ， 因此 
z(t ) 一 z( 三 )。 紫外 对 所 有 5 , 二 E[0,L]，| zt5)-z2(5) | 魏 |si-5s |， 这 是 由 于 不 
等 式 的 左边 是 曲线 上 两 点 的 距离 ,右边 是 曲线 中 连接 这 两 点 的 部 分 的 长 度 。 当 上 从 
a 变 到 5 时 ,s 从 0 变 到 L，z(3) 与 z(1) (以 同样 的 顺序 ) 勾画 出 相同 的 点 

定理 4.3 假定 (x(t) ,y(t) ), a 硅 t 帮 b&b,， 是 可 求 长 曲线 且 具 有 长 度 L。 考 虑 以 
上 描述 的 弧 长 参数 化 z(s)= 二 (x(s),y(s))， 则 x 和 绝对 连续 ， 对 几乎 每 个 se 
[0,L],|z'(s)|=1, 且 


L 
say 站 
102: 


证 ”我们 注意 到 | 2(s,) -2(s,)| 志 |s, -s,|， 立 即 得 到 z(s) 绝 对 连续 ， 因 此 
几乎 处 处 可 微 。 此 外 ,该 不 等 式 也 证 明了 对 几乎 每 个 s，|3(s)| 壹 1。 根据 定义 3 
的 全 变 差 等 于 4， 且 根据 先前 的 定理 有 L=| | 2'(s) | ds 。 最 后 ,我们 注意 到 仅 当 


| z'(s) | 二 1 几乎 处 处 成 立时 这 个 等 式 是 可 能 的 。 

4.1 “曲线 的 闵可夫 斯 基 容 量 

“下 本 办 出 的 等 周 不 等 式 的 证 明 依 赖 于 闵可夫 斯 基 nn 容量 的 概念 。 

量 的 思想 本 身 很 有 意义 ， 它 特别 与 我 们 这 里 讨论 的 问题 有 关 。 这 是 因为 可 求 长 

DR 

我 们 从 几 个 定义 开始 对 这 些 事情 的 讨论 。 一 条 参数 化 曲线 z(1) 二 (x(t),y(1)), a 
过 1 三 5， 称 为 简单 的 ， 阁 对 te [a,b] ， 映 射 1 一 z(1) 是 单 射 。 夺 对 [a,b) 中 的 +:， 映 
射 + 一 z(t) 是 单 射 ， 上 且 z(a) 一 z(2) 称 为 闭 简单 曲线 。 更 一 般 的 ， 奋 映射 在 La ,ij 中 的 
有 限 多 个 点 的 补 集 上 对 上 是 单 射 ， 称 为 拟 简 单 的 。 如 图 8 所 示 。 


图 8 拟 简单 的 曲线 


我 们 发 现 用 芽 表 示 当 1 在 [a,5] 上 变化 所 勾画 出 的 点 集 是 方便 的 ， 即 = 
1z(1) ,a 过 1 之 如。 如 图 9 所 示 ， 对 任何 紧 集 KC R?( 下 面 我 们 取 KK== 厂 )， 我 们 
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用 K* 表示 由 到 天 的 距离 (严格) 小 于 5 的 所 有 点 组 成 的 开 集 ， 即 
Ka =|xe Rd(x,K)Z6l. 


图 9 曲线 栈 与 集合 下 


存 极 限 
im Kk ) 
-人 


存在 ， 我 们 就 说 集合 上 有 闵可夫 斯 基 容 量 ”。 当 这 个 极限 存在 时 ， 将 它 记 为 M(AD) 。 
定理 4.4 假定 厂 =|z(1) ,a 三 1 三 b| 是 一 条 拟 简 单 闭 有 曲线, 厂 的 闵可夫 斯 基 容 


量 存 在 当 且 仅 当 械 可 求 长 。 此 时 夺 上 是 曲线 的 长 度 ， 则 M( 工 )== 工 ， | 
为 证 明 该 定理 ,对 任何 紧 集 天 考虑 Ws 
CR kK? 
M (K) =limsup 于 5 ) 和 只， (K)=liminf 2 ) 
(都 取 扩 充 的 正 数 ) 。 当 然 M. (KK) 么 1MW (KE)。 我们 说 天 的 闵可夫 斯 基 容 量 存在 也 


就 是 说 好 (KK) 和 过 z 目 有. (KK) 一 1 (KK) 它们 的 公共 值 是 M(K)。 

该 定理 是 关于 村 , (KK) 和 M“ (天 ) 的 两 个 命题 的 推论 。 第 一 个 是 下 面 的 命题 。 

命题 4.5 假定 夏 =1z(1) ,a 夺 t 志 61 是 拟 简 单 曲 线 , 硅 导 ,( 丁 ) 达 w， 则 曲线 
是 可 求 长 的 ， 且 奎 用 上 表示 它 的 长 度 ， 则 

L<M,(1). 

这 个 证 明 依 赖 于 下 面 的 简单 观察 。 

引 理 4.6 着 丁 ==|z(1) ,a 硅 1 志 4 是 任意 曲线 ， 且 人 =|z(4b) -z(a) | 是 它 的 
两 端点 的 距离 ， 则 m( TT ) 三 26 人 入。 

证 ”由 于 距离 消 数 以 及 勒 贝 格 测度 在 平移 与 旋转 下 都 是 不 变 的 ( 见 第 1 章 第 3 
和 以 及 第 2 草 问 题 4) ， 我 们 可 以 通过 这 些 运 动 的 适当 复合 变换 曲线 的 位 置 。 因 此 ， 
可 以 假设 曲线 的 端点 落 在 x 轴 上 ， 且 可 以 假定 z(a)==(4,0),z(5b)==(B,0 )， 其 中 4 
二 8B, 有 是 人 A 二 B8-A( 在 4==8 的 情形 结论 自然 成 立 ). 

根据 晴 数 x(1) 的 连续 性 ， 对 [4,B] 中 的 每 个 x 存在 [a,b] 中 的 1， 使 得 x 二 x 
(1)。 由 于 0=(x(71), y(1))e 古 , 集合 T° 包含 平行 于 y 轴 的 一 条 线段 ， 它 位 于 
x 上方 中 心 在 0 长度 为 25( 见 图 10)。 换 旬 话 说 ,截面 (T), 包含 区 间 (y(t) -6， 


G 这 是 一 维 的 闵可夫 斯 基 容 最; 它 的 变 体 在 习题 28 和 第 7 章 中 均 可 找到 ， 


一 ”mca 一 
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y(t)++6)， 因 此 mm,((T*),) 三 26( 其 中 mm 是 一 维 勒 贝 格 测度 )。 然 而 由 Fubini 
定理 


B 
m(Ls =| mC (TS).) dr >| m (TS),) dx >28(8 - 4) =286A, 
引 理 得 证 。 


| = X(T) B 
图 10 引 理 4.6 的 情况 


我 们 现在 转向 命题 的 证 明 。 首 先 假 定 曲 诸 是 简单 的 。 令 PP 为 区 间 [a,b] 的 任意 
划分 一 加 去 三 Rr 令 Lp 表示 相应 折线 的 长 度 ， 即 
2 Ei = le 
| 


对 每 个 六 0，tr=z(1i) 的 连续 性 保证 了 存在 V 个 团 区 间 关 三 Lo， 它们 分 别 是 
(ti_1s4) 的 直子 区 间 ， 使 得 


~N 


y |z(b)-a(a) |Lp -gs 


三] 


令 T, 表示 曲线 由 太 王 jz(03E0 给 出 的 部 分 ， 由 闭 区 间 1 人 不 相交 ， 
人 

以 及 曲线 的 简单 性 ， 得 到 紧 集 芽 ,六 ,Fw 不 相交 。 然 而 , T 太 U TT 且 T 汪 
阁 


N 


U(D) 此 外 ， 本; 的 不 相交 性 蕴含 了 对 充分 小 的 5， 集合 ( 九 ) 是 不 相安 的 。 因 


/= 


此 对 那些 5， 先前 的 引 理 应 用 到 每 个 书 给 出 
N 
m(T)>Y m((T))25 |za(b) -zw) | 。 
1=1 


作为 一 个 结果 ，m(P)X25 兰 太 =-8s， 对 8 取 极限 给 出 好 。( 万 ) 三 有 =es 由 于 这 个 
不 等 式 对 所 有 划分 已 和 所 有 e 0 成 立 ,， 它 意味 着 曲线 可 求 长 且 长 度 不 超过 MM, (TT)， 

当 曲 线 仅 是 拟 简 单 时 证 明 过 程 是 类 似 的 ， 除了 所 考虑 的 划分 P 必须 加 细 以 包 
含 那些 (有 限 个 ) 使 得 映射 1 一 z(t) 在 其 (在 [a,b] 的 ) 补 集 是 单 射 的 点 作为 分 点 
外 。 这 些 细节 可 留 给 读者 。 

第 二 个 命题 是 反 向 的 。 

命题 4.7 假定 厂 ==1z(1) ,a 肆 1 肆 如是 具有 长 度 工 的 可 求 长 曲线 ， 则 

MAT)<EL, 

量 M*( 厂 ) 和 上 当然 独立 于 所 使 用 的 参数 ; 由 于 曲线 是 可 求 长 的 ,使 用 弧 长 

参数 是 方便 的 。 因 此 我 们 将 曲线 写 为 z(s)==(x(s),y(3)),0 夺 ss 三， 记 住 z(s) 绝 


4 a 与 等 周 不 等 式 


对 连续 上 且 对 :ese[0L] ,as 三 1 
我 们 首先 同 定 任意 0 二 二 1, 上 且 找到 可 测 集 已 CR 和 正 数 7 使 得 m(E,) 去 
5 且 对 所 有 sel0,L]- E,,， 


As+h) =2(8) ; 
EN g {sm) 


sup 


0< | 4 | 
的 确 ， 对 每 个 整数 n， 令 
pr ye i Zl(¥ 1 
0< | 天 | <i/n 
En ) 被 延 折 至 [0 ,由 外 ， 使 得 当 s 坟 0 时 ，z(s) 一 z(0); 当 s 之 LL 时; z(s)=z 
， 因 为 z(;) 是 连续 的 ，F, 的 定义 中 的 上 确 界 可 被 可 数 多 个 可 测 函 数 代替 ， 
en 是 可 测 的 。 然 而 ， 当 nn 一 w 时 ， 对 于 a.esela,b]，F,(s) 一 0。 因 此 根 
据 Egorov 定理 在 一 个 满足 m( 上 ,) 二 8 的 集合 的 外 部 收 钱 是 一 致 的 ， 我们 仅 需 要 
对 充分 大 的 nn 选取 7 三 17n 以 建立 式 (14)。 以 下 为 方便 起 见 ， 假 设 对 每 个 s ¢ E,， 
区 5) 存 在 且 1z"(s) | 二 1。 
现在 对 任何 0 二 p 三 7r,(p 二 1)， 我 们 将 区 间 |0,L] 划 分 为 相连 的 闭 区 间 ， 每 个 
区 间 的 长 度 为 p〈 除 最 后 一 个 区 间 的 长 度 或 许可 以 小 于 p 外 ) ， 则 存在 总 数 为 六 所 
L/p +1 的 这 样 的 区 间 。 我 们 称 这 些 区 间 分 别 为 1 了 ,1 ,…,In， 且 将 它们 分 为 两 类 。 
第 一 类 区 则 称 为 “好 的 "， 具 有 性 质 I KE。。 第 二 类 区 间 ， 称 为 “ 坏 的 "， 具 有 性 
质 工 性.。 作 为 一 个 结果 ， 吕 , 卫 C 已 ， 因 此 该 并 集 的 测度 < e。 


ss 区， (14 ) 


-zs) | 


我 们 当然 有 [0 cI 1 ,用 了 ,表示 本 的 由 |z(s):s e 4| 给 出 的 部 分 , 则 太一 


U Fw 作 霉 一 个 结 昌 ,三 = 局 (7 县 m(T) < Tm (rT) 6 
我 们 首先 考虑 当 工 是 好 区 间 时 m(( 工 ,)") 的 贡献 。 对 这 样 的 71 三 [ aj,b;] 存 在 $0 
， 而 不 属于 E,， 因此 式 (14) 对 5 二 s。 成 立 。 现 在 引入 一 个 坐标 系 使 得 z(s0)= 二 0 
de (适当 的 旋转 和 平移 之 后 可 实现 ) 以 使 得 了 可 视 化 。 对 这 部 分 变换 后 
的 曲线 我 们 保留 记 扎 ee 
注意 到 当 上 六 在 区 间 | a 一 0， 560」 上 变动 时 ， $0 + 凡 在 沁 二 | a@;,b;] 上 变动 。 因 
此 ;包含 于 矩形 
[a -一 部 :一 吉 +éep|] x[ -ep,ep|, 
由 于 || 三 p 二 7r。， 根据 构造 和 式 (14) 有 |z(so +h) -hh| 达 a|h|。 见 图 11。 
因此 (TT,)” 包含 于 矩形 
[a -80 -ep-6,b -+ap+6] x[| -ap-6,2p+6|s 
该 矩 形 的 测度 和 (p+2gp +26) (2gp +26)。 因 此 ,由 于 三 1， 有 
m((T,)°)<26p +0(a6p +6° +ep ), (15) 
其 中 产生 于 0 的 界 与 sg,6 以 及 pp 无关 。 这 是 我 们 想 要 的 对 好 区 间 的 估计 。 


NE 
105 
及 3 
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图 11 对 好 区 间 了 并 估计 m( (TT;”) 


为 过 渡 到 剩 下 的 区 间 我 们 利用 事实 : 对 所 有 s 和 s', |z(3) -zs') | 过 1- |， 
那么 在 每 种 情形 T 包含 在 半径 为 p 的 球 ( 圆 盘 ) 肉 ， 并 且 ( 刀 六 包含 在 半径 为 
p+g6 的 球 内 。 因 此 我 们 有 上 自然 的 估计 

m(( 太 六 ) 一 0O05 + 六 )。 (16 ) 

ef: 现在 将 式 (15 ) 对 好 区 间 (最 多 有 L/p+1 个 ) 求 和 ， 式 (16) 对 坏 区 间 求 和 ,后 
<4* 光 ”一 类 区 间 最 多 有 ap +1 个 ， 由 于 它们 的 并 包含 在 且 这 个 集合 的 测度 过 es。 将 以 

上 估计 放 在 一 起 ， 则 
m( T°)<26L+26p +0(s6+6 /p+ep) +0O((e/p +1)(6 +p’ )), 
它 可 简化 为 不 等 式 
im( 1 ) Ep _&0 
26 


<L+0[p+tst + 将 + + 本 人] 
p 0 pp 6 


<L+0[p+tet+ 包 + 全 ) 

在 最 后 一 行 我 们 用 到 se 过 1 与 p 志 1 这 两 个 事实 。 当 5-0 时 为 从 这 里 得 到 一 个 
满意 的 估计 ， 我 们 必须 选取 p( 子 区 间 的 长 度 ) 与 S 有 大 致 相 同 的 尺寸 。 一 个 有 效 
的 选择 是 p == 6/se“。 若 固定 这 个 选择 且 限 制 在 满足 0 二 6 二 ei?r. 的 5， 则 自然 有 
p 三 r,.， 即 式 (14) 所 要 求 的 。 将 p= 二 6/se'“ 代 入 以 上 的 不 等 式 给 出 

A 


可 - + 已 十 BE + | 


因此 ， 
1 


limsup OS <L+0(e+e' ).。 
0 


现在 我 们 令 -0 即 得 到 所 想 要 的 结论 M* (六 过 工 ， 命 题 和 定理 的 证 明 就 完成 了 

4.2 “等 周 不 等 式 

平面 情形 的 等 周 不 等 式 说 的 是 ， 在 给 定 长 度 的 所 有 平面 曲线 中 国 所 围 成 的 面积 
最 大 。 该 定理 的 一 个 简单 形式 已 经 在 《 傅 里 叶 分 析 》 中 出 现 。 虽 然 那里 给 出 的 证 
明 简洁 、 优 美 ,但 有 几 个 缺陷 。 在 这 些 证 明 的 叙述 中 “面积 ”通过 技术 上 的 巧妙 
方法 非 直接 定义 ， 且 因为 仅 考虑 相对 光滑 曲线 所 以 结论 的 范围 有 局 限 性 。 这 里 我 


_ 4 可 求 长 曲线 与 等 周 不 等 式 


们 要 弥补 这 些 缺 陷 而 建立 一 般 情 形 的 结果 。 
假定 0 是 R* 的 有 界 开 子 集 ， 且 它 的 边界 0 -0 是 可 求 长 曲线 厂 ， 长度 为 
上 ( 厂 ) 。 我 们 不 要 求 卫 是 简单 轩 曲 线 。 由 等 周 定理 可 推断 出 下 面 的 定理 。 
定理 4.8 4TmO) 近 1( 太 )”，。 
证 ”对 每 个 5 二 0 我们 考虑 外 部 集 
0 (5) 一 |xeR2z:d(z,O)<5|， 


和 内 部 集 
1 (68)=|xe Rd(x,0°)=6|, 
因此 .0Q_(6)CQCA,(65) ( 风 图 12)。 
注意 到 对 于 ”= 二 |x:d(x,) 达 56| 有 
0,(86)= 0 (OU TT, (17) 
且 这 个 并 是 不 相交 的 。 此 外; 关 94) 
D(5) 是 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 6 的 开 站 
球 〔( 圆 盘 ) ，D(5) 王 |xeR2z:|x| 志 5|1， 
则 显然 有 
,8 三 ,D8), ty 
DD 了-(D5 +D(5)。 
(18 ) 
我 们 现在 运用 Brunn-Minkowski 不 等 式 
(第 1 章 定 理 5.1) 于 第 一 个 包含 关系 ， 
得 到 


图 12 集合 只 (86) 与 人 2; (5) 


m(fQ,(6))=(m( 0Q) +m(D(6))'™)’, 
由 于 m(D(6))== m6 (这 个 标准 的 公式 在 前 一 章 的 习题 14 已 经 得 到 )， 且 只 要 A 和 
B 是 正 数 ， 就 有 (A4+B)? 宇 4* +24B， 我 们 发 现 
m((2,(6))=(m(Q) +27 6m( 0)'®, 
类 似 地 ,，m(0) 宇 m(Q2_(65)) +2m“6m (2 (5)) 二 ， 用 式 (18) 的 第 二 个 结 
论 ， 它 蕴含 了 
-ml(2_ (5)) 三 (noC2) +27 6m( 0 (5))12 ， 
现在 由 式 (17) 
m(T*)=m(0,(6)) -m(Q._ (86)), 
以 及 以 上 的 不 等 式 ， 有 z 
m(T*)2mw BR) 二 mL (5 12) 。 
将 两 边 同 除 以 28， 且 当 50 时 取 limsup。 由 于 当 6-0 时 ，Q2_(6) 12， 这 就 得 到 
M*(T)m (2m( 1) ), 
然而 ， 由 命题 4.7,L(T) 三 MW*( 厂 ) ， 因 此 
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I pe nd 
这 就 证 明了 定理 。 
注 ”其 至 在 不 假设 边界 是 (可 求 长 ) 曲线 时 ， 类 似 的 结果 也 成 立 。 事实 上 ， 
以 上 的 证 明 过 程 表明 对 任何 以 本 为 边界 的 有 界 开 集 @ 有 
4mm( OM (T), 


5 习题 


1. 假定 go 是 R” 上 的 可 积 函 数 ， 满足 | p(x) dx 二 1 s 设 玉 (wn)=6" p(x/d), 


5 >0。 
(a) 证 明 1 天 ;| so 是 一 艇 好 的 核 。 
(b) 假设 w 有 界 且 支撑 在 一 个 有 界 集 上 ， 验 证 1Kils>o 是 恒 同 通 近 。 
(c) 证 明定 理 2.3 (以 1 范 数 下 收敛 ) 对 好 的 核 也 成 立 。 
2. 假设 1K;| 是 一 篮 好 的 核 满 足 : 
(ii) 对 所 有 .8 三 0，。，|R(xz) | 志 赴 。 
(这 ) 对 所 有 5 盖 0，| Ks(x) | 志 46/|x|"!。 


( 诞 ) 对 所 有 50,| Ks(x)dx 一 0。 


因此 K 满足 恒 同 到 近 条 件 中 的 ( i ) 和 (二 ), 但 K; 的 平均 值 是 0 而 不 是 1。 证 
明 车 f 在 R” 上 可 积 ， 则 

当 5 一 0 时 , 对 a.e.x(f* Ks) (x%)—*f(X)o 

3. 假定 0 是 集合 ECR 的 ( 勒 贝 格 ) 密度 点 。 证 明 对 于 以 下 的 每 个 条 件 存在 
无 穷 点 列 x, e 满足 x, 关 0， 且 当 7 一 oo 时 x, 一 0。 

(a) 序列 也 满足 对 有 所有 n, -x, ek。 

(5) 此 外 ， 对 所 有 元,2x, 属于 上。 

4. 证 明 若 /在 R” 上 可 积 ， 且 了 不 恒 为 零 ， 则 对 某 个 c 和 所 有 |x | 三 1 


/ (2 a 


由 此 得 出 广 在 R* 上 不 可 积 。 接 着 ,证 明 只 要 | |/| 一 1 ， 弱 型 估计 
m( ix (x)> Qi )e e/a 
对 所 有 a 之 0 成 立 ， 它 在 以 下 意义 是 最 好 的 : 车 /支撑 在 单位 球 上 满足 | |/|=1 ， 


则 对 某 个 ce' 二 0 和 所 有 充分 小 的 a， 有 
ml( wf (wx) oa es 


【提示 : 对 于 第 一 部 分 利用 对 某 个 球 ,| |/| >0 这 一 事实 。】 


5 习题 


5. 考虑 定义 在 R 上 的 哺 数 
TE 
f(x)=! |x| (logl/ |x|)° 
0 ， 其 他 。 


,2， 


(a) 验证 ff 可 积 。 
(b) 对 某 个 ec 二 0 和 所 有 |x | 二 172 建立 不 等 式 


PF Tey el 
以 得 出 极 大 函数 /7° 不 是 局 部 可 积 的 。 
6. 极 大 函数 的 基本 不 等 式 (1) 在 一 维 情形 有 一 个 等 式 的 情形 。 我 们 定义 “ 单 
边 ” 极 大 函数 为 
| x 十 记 
Fs (x)=sup | [f(y) |dy 


和 在 天 =lxeR: f° (x)>a|l， 则 


m(E ) = [f(y) ldy。 
[提示 : 运用 引 理 3.5 于 P(x) 一 | 1/(y) 1dy - ax， 则 Ez 是 满足 


bi, 
| JAD 1dr=a(ak - b) 的 不 相交 区 间 (a4,54) 的 并 集 。】 


7. 用 系 1.5, 证 明 奋 10,1 1 的 可 测 子 集 下 满足 对 某 个 w 二 0 和 所 有 [L0,1] 内 的 
区 闻 1， 到 (E 人 六 三 am(D ， 则 玖 的 测度 为 1。 也 见 第 1 章 的 习题 28 。 

8. 假定 4 是 R 的 一 个 勒 贝 格 可 测 集 满足 m(4) 二 0。 是 否 存在 序列 {5;}”-| 使 得 
U 04+s,) 在 RR 的 补 集 上 测度 为 零 ? 

【提示 : 对 每 个 之 0， 找到 一 个 长 度 为 人 的 区 间 7 使 得 m(Af1,) 宇 (1 -8) 
ml Ys 考虑 U (A+t,), 其 中 4 二 从 .，。 接着 变化 s,】 

9. 令 下 为 R 的 一 个 闭 子 集 ， 且 5(x) 是 x 到 的 距离 。 即 

6(x)=d(x;F)=infl |x=y| :yeF|, 

显然 ， 只 要 xeF 就 有 6(x+y) 三 |y|。 证明 更 为 精细 的 估计 

对 a.e.xeF,6(x+y)=0( |y | 入 

即 对 a. e.xeF,6(x+y)/ |y|—0。 

【提示 : 假定 x 是 的 密度 点 。】 

10. 构造 一 个 R 上 的 递增 函数 ， 其 不 连续 点 集 恰好 是 Q。 

1 和 让 直人 例 
x"sin(x-*).,0<x<1. 


Ka)=|。 二 一 0。 


ee 
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证 明 f 在 [0,1] 上 有 和 界 变 差 当 且 仅 当 a 二 65。 接着 ， 取 wa 一 上，( 对 每 个 0 和 和 

1 ) 构造 一 个 满足 指数 为 a 的 利 普 硕 次 条 件 
Any = A =); 

但 不 是 有 界 变 差 的 清 数 。 

【 提示， 注意 到 若 刀 关 0， 根据 中 值 定理 ， 差 | f(x+hh) -f(x) | 可 被 C (x+h)" 
或 C'h/x 控制 。 接 着 ,考虑 两 种 情形 ，x"* 宇 hh 或 x*1' 之 ha 与 a 的 关系 是 
什么 

12. 考虑 函数 F(x) 二 x sin(1/x*),xz0, PR ,证明 对 每 个 x，F(x) 存 
在 ;但 在 [ =1,1] 上 "不 可 积 。 

13. 直接 从 定义 证 明康 托 尔 - 勒 贝 格 函 数 不 是 绝对 连续 的 。 

14. 下 面 的 可 测 性 问题 产生 于 也 数 的 不 可 微 性 的 讨论 中 ， 

(a) 假定 在 [a,b] 上 连续 。 证 明 


D* (F)(x)=lim sup 
h—*0 


h=0 


F(x+h)—-F(x) 
h 


可 测 。 
(b) 假定 7(x)= 并 oo 是 3.3 节 中 的 跳 路 函数。 证 明 


人 。 J(w+h) = J(x) 
He SU 
/一 0) h 


可 测 。 

【提示 : 对 于 (a),F 的 连续 性 允许 人 们 限制 在 对 可 数 多 的 有 取 limsup。 对 于 

| v(xX+h — J 

(b) » 给 定 k > mm, 令 Fr ,=supy/e hi 三 1/m | |, 其 中 Jny(%) = 
N 
>》 aj, (x) 9 注意 到 每 个 Ff 可 测 。 接着 ， 相继 地 ， 令 N—% , k—% 最 后 nl 
n=|] 
i 

15. 假定 严 有 界 变 差 且 连 续 。 证 明正 = 局 -FF,， 其 中 F, 和 ,都 是 单调 且 连 续 
的 。 

16. 证 明 若 下 在 [a,b] 上 是 有 界 变 差 ， 则 

b 
(a) | | F’(x)ldr < Te(a,b). 


b 
(b) | |F'(x)lax 二 Tr(a,6) 当 且 仅 当 严 绝对 连续 。 


起 
作为 (b) 的 一 个 结果 ， 公式 工 一 | |z'(4) ld 对 由 = 参数 化 的 可 求 长 曲线 的 长 


度 成 立 当 且 仅 当 z 绝 对 连续 。 
17. 证 明 若 1K,| 。>o 是 一 簇 恒 同 通 近 ， 则 对 某 个 常数 ec 之 0 和 所 有 可 积 函 数 胡 


sup (FR tw) | {os 
验证 第 1 章 习 题 2 和 本 音 的 3. 1 节 给 出 的 康 托 尔 - 朝 贝 格 困 数 的 两 个 定义 是 
Em 
. 证 明 : 五 f: R 一 R 绝对 连续 ， 则 
) j 将 测度 为 零 的 集合 映射 到 测度 为 零 的 集合 ， 
b) 了 将 可 测 集 映射 为 可 测 集 。 
20. 本 习题 处 理 在 La,2] 上 绝对 连续 上 且 递 增 的 困 数 FF 令 A4= 二 F(a) 以 及 B==F 
(pb) 
(a) 存在 一 个 这 样 的 下 还 满足 严格 递增 ,但 在 一 个 正 测度 集 上 F(x)==0 
(b) (a) 中 的 可 选 为 存在 可 测 子 集 ECL4,B8],m(E)= 二 0, 使 得 户 - (8) 不 
可 测 。 
(c) 证 副 ， 对 任何 递增 的 绝对 连续 函数 ,|4,B|] 的 可 测 子 集 E， 集 合 
(四 人 Hz) 过 0 可 测 。 


【提示 (a) $ F(x)= [xx(s) dz , 其 中 天 是 具有 正 测度 的 康 托 尔 型 的 集合 C 
的 补 集 。 对 于 (b)， 注 意 到 F(C) 是 一 个 测度 为 零 的 集合 。 最 后 ， 对 于 (ce) 首先 
证 明 对 任何 开 集 0,m(O) 一 上 ,F(x)dx 。] 


21. 邻 下 在 [a,b] 上 绝对 连续 且 递 增 , 满足 F(a)==4 且 (5b)=B 假定 f 是 [4 
8] 工 的 任何 可 测 函 数 。 

(a) 证 明 f(F(x))F'(x) 在 La,b] 上 可 测 。 注 意 : 根据 习题 20(5)f(F(x)) 不 
必 可 测 : 

(b) 证 明 换 元 公式 : 车 /在 [4， ， 则 fF(%) )F"(x) 也 可 积 ， 且 


[WE =[ A FC) )F'(x)dx, 


【提示 : 从 等 式 m(0)= | , ,F(x) dx 出 发 用 上 面 习题 20 的 (¢)。] 
22. 假定 方 和 6 在 [a, 5b] 卡 绝对 连续 ， 证明 它们 的 乘积 FG 也 是 绝对 连续 。 这 
就 有 以 下 推论 : 
(a) 只 要 玉 和 G6 在 La, 5] 上 绝对 连续 ， 就 有 
b b 
| F(xy6(z)dr=— | F(ayota) ds + [P(r)O(#)].s 
(b) 令 下 在 [| -mn， 7m] 上 绝对 连续 且 满 足 F(7)= 二 FF( -mm)。 证 明 硅 
a, = | Fo)e dr， 
使 得 F(x) ~ a,e”， 则 
F(x) ~ DS, noe 


第 3 章 ”微分 与 积分 


(c) 若 F( -mm) 关 F(T) 会 发 生 什么 ?【 提 示 ; 考虑 RCxz) 一 xu]】 
23. 邻 下 在 [a,b] 上 连续 。 证 明 : 
(a) 假定 对 每 个 xe[a,8]，D*(F)(x) 宇 0， 则 了 在 [a, b] 上 递增 。 
(b) 车 对 每 个 xe (a,b),， F(x) 存 在 且 | F'(x) | 夺 M, 则 | F(x) =F(y) | 二 
M|x-y| 且 下 绝对 连续 。 
【提示 : 对 于 (a) 仅 需 证 明 F(b5) -F(a) 主 0。 假设 该 不 等 式 不 成 立 。 因 此 6 
(x) 二 F(x) -F(a) +es(x-a)， 因 此 对 充分 小 的 se 二 0, 有 Ca)=0, 但 6CG. (0) 二 
0。 现 在 令 xo e [a,b) 为 使 得 G(xo) 宇 0 的 最 大 的 xso。 然 而 ，(D”C.)(xo) 二 0。】 
24. 假定 在 [a.b] 上 递增 。 : 
(a) 证 明 下 可 写 为 
时 ry, 
其 中 让 ，Pe 和 FF 中 的 每 个 函数 递增 且 ， 
i ( i ) F 绝对 连续 。 
Da: (十 ) Fo 连续 ， 但 对 于 下 到 无 Fo) 一 0。 
I (证 ) 是 跳跃 函数 。 
(b) 每 项 局 ，Fe，F 在 加 上 一 个 常数 的 意义 下 唯一 确定 。 
以 上 称 为 下 的 勒 贝 格 分 解 。 对 任何 有 界 变 差 师 数 下 存在 相应 的 分 解 。 
25. 以 下 表明 了 在 微分 定理 1.4、 定 理 3.4 和 定理 3.11 的 条 件 中 允许 测度 为 零 
的 一 般 的 例外 集 的 必要 性 ( 即 去 掉 这 一 条 件 结论 不 成 立 )。 令 E 为 R” 中 任何 测度 
等 于 零 的 集合 。 证 明 : 
(a) 存在 R 上 的 非 负 可 积 函数 了 使 得 对 每 个 xe Ek， 


oO ml( sR 了 人 


(b) 当 d= 二 1 时 可 重 述 下 存在 递增 的 绝对 连续 因数 下 使 得 对 每 个 xE 匹 ， 
(FPF)(x)=D._ (PF)(x)=% 。 


【提示 : 找到 开 集 0, DE, 满足 m(0,) 区 2“"， 且 令 f/(x) = >x Ca 


3 


26. 定义 任意 集合 的 外 测度 m,(E) 的 男 一 个 方法 是 在 第 1 章 第 2 节 给 出 的 ， 
它 把 用 方 体 覆 盖 E 改 为 用 球 覆 瘟 ， 假 定 我 们 定义 mm。 (加 为 证 王 m 其 


中 下 确 界 对 所 有 覆盖 sc 的 开 球 取 ， 则 m.(E)= ms (E) (观察 到 这 一 结果 
可 以 用 来 给 出 勒 贝 格 测度 旋转 不 变性 的 另 一 个 证 明 。，) 

显然 m, (5) 三 m* (E)。 通 过 证 明 下 面 的 结论 来 证 明 相反 方向 的 不 等 式 。 对 任 
意 。 >0， 存 在 球 焦 1 有 | 使 得 BCUB 而 于 m(B)) 过 m。(E)+s。 注 意 到 对 任何 预 


先 给 定 的 5， 我 们 能 够 选取 球 的 直径 < 5。 
【提示 : 首先 假设 E 是 可 测 的， 选取 开 集 0 使 得 0 必 E 且 m(0--E)<=e’。 接 


N 
着 利用 系 3. 10， 找 到 球 Bi ,B, ,…,BN 使 得 Ym(B)<m(E) +2a' 且 m(E- 
j=] 


U8) 三 3e'。 最 后 ， 用 测度 总 和 < 42/ 的 方 体 材 盖 已 - UU Bj， 且 用 包含 这 些 方 体 的 
球 代替 它们 。 对 于 一 般 的 E， 从 应 用 以 上 结论 于 当 5 是 一 个 方 体 的 时 候 开 始 。】 

27. 将 一 条 可 求 长 曲线 在 曲线 上 的 几乎 所 有 点 有 切线 这 一 陈述 严格 化 。 

28，R? 中 的 曲线 >z() 是 一 个 从 某 个 区 间 [a,6] 到 R4 的 连续 映射 。 

(a) 叙述 定理 3.1,， 定理 4.1， 以 及 定理 4.3 中 处 理 曲 线 的 可 求 长 性 条 件 以 及 
它们 的 长 度 公式 在 4 维 的 推广 ， 然 后 证 明 这 些 结论 。 

(b) 定义 R4 中 的 紧 集 的 (一 维 ) 闵可夫 斯 基 容量 M(K) 为 当 850 时 

m( K°) 


ma_1(B(6)) 让 

的 极限 (车 它 存 在 的 话 )， 其 中 mv _1(8(6) ) 是 球 B(5)=|xeR",|x| 二 6| (在 un 
R"~") 的 测度 。 对 R” 中 的 曲线 叙述 并 证 明 命题 4. 5 与 命题 4.7 的 类 比 。 

29. 今夏 =1z(1), a 三 1 过 4| 为 曲线 ， 且 假定 它 对 某 个 指数 a, 1/2 三 a 声 1， 
满足 利 普 希 芯 条 件 ， 即 对 所 有 t,t'e [a, 46]， 

altay —2( | | | 

证 明 对 QS1, mT =0(06-), 

30. 硅 有 界 消 数 F 在 任何 有 限 子 区 间 [a,b] 上 是 有 界 变 差 的 且 sup。 ,Tr (a， 
b) 二 w ， 则 称 它 在 R 上 是 有 界 变 差 的 。 

证 明 这 样 的 具有 以 下 两 个 性 质 : 


(a) 对 每 个 常数 4 和 所 有 heR, | |F(x+h) -F(x)|dx<4lhl。 


(b) | 上 (x)p'(x)dx | 三 4 ,其 中 在 具有 有 界 支 撑 且 满足 sup,en | p(x) | 去 


1 的 所 有 C! 函数 变动 。 对 于 逆 命 题 ， 以 及 在 R' 的 类 比 ， 见 下 面 的 问题 6* 。 

【提示 : 对 于 (a), 记 = Fl - 丈 ， 其 中 书 单 调 有 界 。 对 于 (b)， 可 从 (a) 
导出 。】 

31. 令 为 3.1 节 描述 的 康 托 尔 - 勒 贝 格 函 数 。 考 虑 作为 F 的 图 像 ， 即 x(t)=1 
以 及 y(t1)= 二 F(L) (0 三 1 过 1) 给 出 的 曲线 。 证 明 曲 线 在 0 三 1 三 x 部 分 的 长 度 L(x) 
由 L(x)= 二 x+F(x) 给 出 ， 因 此 曲线 的 全 长 是 2。 

32. 今 f: RR。 证 明 f 对 某 个 MM 和 所 有 x， ye R 满足 利 普 希 茨 条 件 

f(x) -f(y) | 过 Ms-y| 

当 且 仅 当 /满足 下 面 的 两 个 性 质 : 
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( 1 ) /绝对 连续 。 

( 辽 ) 对 于 a.e.%1f(x) | 雪人 MM。 

6 问题 

1. 证 明 以 下 情形 的 Vitali 覆盖 引 理 : 夺 忆 在 Vitali 意义 下 被 球 簇 B 覆盖 ,是 0 
二 m。() 二 w ， 则 对 每 个 之 0， 存 在 B 中 的 不 相交 球 簇 {B,}, 使 得 

m,(E/UJB)=0 且 VY |B|<( +n)m,(E). 
j=1 Pes 


2. 以 下 简单 的 一 维 覆 盖 引 理 在 许多 情况 下 有 用 。 
假定 六 , 厂 ,…, 有 是 给 定 的 由 R 中 有 限 个 开 区 间 组 成 的 徐 ， 则 存在 两 个 有 限 子 
簇 古 , 玉 ,…, 信 和, 玉 ,… ,使 得 每 个 子 簇 由 不 相交 区 间 组 成 且 


N 天 上 
JE = 
j=1 k=1 1=1 


> 注意 到 ， 与 引 理 1.2 形成 反差 的 是 ， 完 全 的 并 集 被 覆盖 了 而 不 仅仅 是 一 部 分 。 
114% [提示 : 选取 了 1 为 左 端 点 尽 可 能 远 的 区 间 。 合 去 所 有 包含 于 1 的 区 间 。 若 剩 下 


的 区 间 与 不 相交 ， 青 次 选取 左 端点 尽 可 能 远 的 区 间 ， 称 之 为 有。 否则 选取 一 个 与 
相交 ,但 尽 可 能 地 靠 右 的 区 间 ， 称 此 区 间 为 1。 重 复 这 一 过 程 ,] 

3. 问题 2 的 结果 无 法 直接 推广 到 高 维 情 形 。 然 而 ,一 个 完全 的 覆盖 由 Besico- 
vitch 覆盖 引 理 给 出 。 该 引 理 的 一 个 版 本 说 的 是 存在 一 个 整数 N( 仅 依赖 于 维 数 d) 
满足 以 下 性 质 。 假 定 E 是 R” 的 任何 有 界 子 集 ， 它 被 球 徐 B 在 ( 强 ) 意义 下 覆盖 : 
对 每 个 xe， 存 在 中 心 是 x 的 BeB。 则 存在 原始 徐 B 的 NN 个 子 艇 B),B,,…， 
B、， 使 得 每 个 B; 是 不 相交 的 球 徐 ， 且 有 

EC U 8, 其 中 B'= BUB,U…UB,。 


BeB 

4. 对 定义 在 (a,b) 上 的 实 值 函 数 og， 若 它 的 图 像 上 方 的 区 域 | (x,y) ER : 7y 二 
p(x),，a 夺 x 信 b| 是 一 个 凸 集 ， 则 称 它 是 凸 的 。 凸 集 的 定义 在 第 1 章 的 第 3” 节 给 
出 。 类 似 地 ， 奉 对 于 每 对 xi,x,e (a,b) 与 0< 9<1,， 

COxi +(1 -0)x) p(x1) + (1 -0)9(%), 
则 gp 是 是 的。 如 图 13 所 示 。 作 为 一 个 结果 人 们 也 能 观察 到 只 要 x <y, hh 二 0, 是 
x+ 着 <y， 就 有 下 面 的 斜率 不 等 式 : 
p(x+h) p(x) p(y) —_p(*) p(y) -p(y—h) 
h | y—X h 

于 是 可 以 证 明 下 列 结 论 。 

(a) 9g 在 (a,b) 上 连续 。 

(b) og 在 (a,b) 的 任何 真 闭 子 区 间 [a’,b'] 上 满足 一 阶 利 普 希 将 条 件 。 因 此 wp 
在 每 个 子 区 间 上 绝对 连续 ， 

(c) gp' 除 至 多 可 数 个 点 外 存在 ， 且 pg'= D'* (8) 是 一 个 递增 函数 满足 


? 


6 问题 


p(y) —- p(x%) =| ¢' (Wa 


(d) 反 过 来 , 车 小 是 (a,5) 上 的 任何 递增 函数 ， 则 p(x) 一 | w( 人 ) 册 是 (a,5) 内 
的 凸 靖 数 (对 于 ce (a,b))， 


图 13 凸 函 数 


5. 假定 在 [a,b] 上 连续 ， 对 每 个 xe (a,b)，F"'(x) 存 在 ， 且 扬 (x) 可 积 ， 则 
绝对 连续 且 


b 
FBY -Flay 一 | Fr'(w yo, 


【提示 : 假设 对 于 a. e. x*，F"'(x) 宇 0。 我 们 想 要 得 出 (5) 宇 F(a)。 令 玉 为 那 
些 使 得 所 (x) 二 0 的 x 组 成 的 测度 为 0 的 集合 ， 则 根据 习题 25 ， 存 在 递增 、 绝 对 连 
续 的 泡 数 @ 满足 D'* D(x) 二 ww ,x eE。 对 每 个 6 考虑 户 +6B$， 且 应 用 习题 23 (a) 
的 结果 。]】 

6.“ 以 下 是 习题 30 的 道 命 题 ， 它 刻画 了 有 界 变 差 函 数 。 

假定 下 是 及 上 的 有 界 可 测 函 数 。 和 若 下 满足 该 习题 中 的 条 件 (a) 或 (b)， 则 
可 在 一 个 零 测度 集 上 修改 FF 的 值 使 它 成 为 R 上 的 有 界 变 差 兄 数 。 

此 外 ,在 R” 上 我 们 有 下 面 的 结论 。 假定 是 R* 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 则 以 下 
两 个 关于 的 条 件 等 价 : 

(a') 对 所 有 heR", |， [F(x +h) -F(x)|dx<Alh| 。 


(b') 对 所 有 j= 二 1,2,…,d 及 具有 有 界 支 撑 的 ， 且 满足 sup,_rd | p(x)| 筷 1， 
VS EG , 


<14 oO 


F(x) op 
Rd dx, 


满足 (a') 或 (b') 的 函数 类 是 有 界 变 差 函 数 类 在 R” 上 的 延 拓 。 


Mae: 
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7. 考虑 了 果 数 


f(x) -Ye 
n=0 

(a) 证 明 对 每 个 0 二 a 过 1, 所 满足 |fi(x) -f(y) | 委 4 |x-y|*s 

(b) 然而 ,fi 无 处 可 微 ， 因 此 不 是 有 界 变 差 限 数 。 

8*. 今 R 表示 R” 中 包含 原点 ， 且 边 平行 于 坐标 轴 的 所 有 和 矩形 组 成 的 集合 。 考 
虑 与 该 得 相对 应 的 极 大 算 子 ， 即 

fr (x) 一 Su 了 ck [f(x =y) |dy。 

(a) 则 ff 不 满足 弱 型 不 等 式 ， 即 对 所 有 a 二 0 和 可 积 的 f， 以 及 某 个 常 

数 4 二 0， 
nm( zf? (#)> el)<E fl 
(人 


(b) 用 上 述 结论 ， 人 们 能 够 证 明 存 在 fe LL (R”) 使 得 对 ReR,， 
. ] 
二 Ti ee 

对 几乎 每 个 x 成立。 这 里 diam( 尺 ) 二 sup, yer jx -y| 等 于 矩形 的 直径 。 

【 提示: 对 于 (a) 部 分 , 令 B 为 单位 球 ， 考虑 函数 g(x) 二 xX, (x*)/m(B)。 对 6 > 
0， 令 ps(x)=86-2g(x18)， 则 对 满足 ty 关 0 的 每 对 (xi ,ty) 当 850 时 ， 

aa TalaT 

若 弱 型 不 等 式 成 立 ， 则 有 


A 
ml( | xl<1: lu) >al)<—。 


由 于 当 a 趋向 无 穷 时 左边 的 阶 是 (loga)/a。 这 是 一 个 矛盾 。] 
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Yee EP Pe 分 
Y . . 办 
; 积分 方程 理论 在 从 诞生 日 至 今 的 


仅仅 10 余年 的 时 间 里 ， 由 于 内 在 的 水 
”意义 以 及 它 在 应 用 中 的 重要 性 ， 积 分 
站 方程 的 理论 引起 广泛 的 关注 。 它 的 几 
%* 个 结果 已 经 是 经 典 的 ， 没有 人 怀疑 在 
若干 年 后 每 个 分 析 学 的 课程 将 用 一 章 


"4 

y 
y 米 氢 述 . 它 0 

f Q 
: M. Plancherel, 1912 
R) 
3 


有 两 个 理由 说 明 希 尔 伯 特 ( Hilbert) 空间 的 重要 性 。 首 先 ， 它 作为 欧 几 里 得 
( Euclid) 空间 的 无 穷 维 自然 推广 而 产生 ， 如 同 欧 氏 空间 它们 具有 熟悉 的 正 交 性 ， 
辅 之 以 完备 的 重要 特征 。 其 次 ， 希 尔 伯 特 空间 理论 也 作为 一 个 阔 明 基本 论点 的 概念 
框架 和 语言 服务 于 在 更 为 抽象 背景 下 的 分 析 学 。 

对 于 我 们 来 说 ， 因 为 有 勒 贝 格 空间 2(R*) 这 个 例子 ， 希 尔 伯 特 空间 理论 立刻 
与 积分 理论 发 生 联系 。 相 关 的 例子 是 忆 ([ -m,n])， 它 将 希 尔 伯 特 空间 与 伟 里 叶 
级 数 相 联系 。 后 一 希 尔 伯 特 空间 也 可 被 用 来 以 一 种 优美 的 方式 分 析 有 界 全 纯 函 数 在 
单位 圆 盘 的 边 值 行为 。 

希 尔 伯 特 空间 理论 的 一 个 基本 方向 ， 如 同 熟 悉 的 有 线 维 情形 ， 是 研究 它们 的 线 
性 变换 。 鉴 于 本 章 的 引 论 性 质 ， 我 们 仅 限于 相当 简短 地 讨论 这 样 几 类 算 子 : 西 映 
射 、 投 影 、 线 性 泛 函 以 及 紧 算 子 。 


1 希 尔 伯 特 空间 厂 


希 尔 伯 特 空间 的 一 个 主要 例子 是 R“ 上 的 全 体 平方 可 积 函数 所 成 的 集合 ， 我 们 
将 之 记 为 六 (及 ) ， 它 由 所 有 满足 
Ls If(x)|*dx<% 
的 复 值 可 测 男 数 了 组 成 。 
f 相 应 的 广 (R“ ) 范 数 定义 为 


fl ns =( [lfx) as) 。 


I 


y 
es 


veray 
118% 
AS 克 ， 
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读者 应 该 将 此 范 数 与 第 2 章 第 2 节 描 述 的 可 积 函 数 所 成 空间 LD(R”) 的 范 数 相 
比较 。 这 两 个 范 数 的 实质 性 差别 是 [* 有 内 积 , 而 L' 没有 。 习 题 5 解决 了 这 些 空间 
相关 的 一 些 包 含 关 系 。 

自然 地 赋予 空间 大 (R“) 以 下 内 积 ; 


只 要 放 gE 己 (R“) ，(/.8) =| f(x) g(x)dx 。 


由 于 
(f ,1) 一 | 肠 忆 | 12(Rd) ， 
该 内 积 与 六 范 数 有 紧密 联系 。 与 可 积 函 数 的 情形 相间 ， 条 件 了 zro = 二 0 仅 列 含 
几乎 处 处 Kxz)=0。 因 此 ,我 们 事实 上 将 几乎 处 处 的 函数 相等 视 为 等 同 ， 且 在 此 等 
同 关 系 下 将 疡 (R“) 定 义 为 等 价 类 的 空间 。 然 而 ， 在 实践 中 将 大 (R“ ) 的 元 素 视 为 函 
数 ， 而 非 陨 数 的 等 价 类 常常 是 方便 的 。 

为 使 得 内 积 (f,g) 的 定义 有 意义 ,我 们 需要 知道 只 要 /和 gg 属于 L(R")， 就 
有 5 在 R4 上 可 积 。 接 下 来 的 命题 包含 了 该 性 质 以 及 平方 可 积 函 数 空间 的 其 他 
性 质 。 

在 本 章 的 其 余部 分 除非 另外 说 明 ， 否则 我 们 将 [7 范 数 记 为 (去掉 下 
标 关 (了 及) ) 。 

命题 1.1 空间 (R”) 具有 以 下 性 质 

( i ) 严 (R?) 是 一 个 向 量 空 间 。 

(这 ) 只 要 /ge 己 (R4)， 就 有 F(z)g(z) 可 积 ， 且 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 
上 /8 第 Ag 成 立 。 

( 道 ) 车 ge 严 (Ri) 固定 ， 则 映射 /一 (f,g) 关于 了 是 线性 的 ， 且 
(f,g)=(g,f)。 

(iy) 三 角 不 等 式 | 7+gl 科 1 + lg 成立。 

证 车 f, eV(R*), 则 由 于 | f(x)#+g(x) | 入 2Zmaxt [f(x) | ;|g(x) | ), 
故 有 


[f(x) +g(x) | 委 4(|Ax) | + |g(x) | )， 
所 以 ， 


[lf+al’<4|/l/l? +4/lel’ < 
因此 +ge 居 (Rd)。 若 人 EC， 则 显然 有 Are 己 (Rz)，(i) 部 分 得 证 。 
为 看 到 为 什么 只 要 入 和 8g 属于 由 (R") 就 有 太 g 可 积 ， 仅 需 回顾 对 所 有 4， 有 三 


0， 总 省 2 万 过 太 上 本 因此 


[Ifal<3t fl? + lel’], (1) 
为 证 明 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 , 我 们 首先 观察 到 告 f= 二 0 或 上 g | 二 0， 则 几乎 


”1 希 尔 伯 特 空间 L 


1 了 和 革 


处 处 启 = 二 0， 因 此 (f,g)==0， 从 而 不 等 式 显 然 成 立 。 接 着 ,车 假设 f= g |= 
1， 则 得 到 所 要 的 不 等 式 (f,g) 三 1。 这 可 从 | (f,g) | 三 fg| ,以 及 不 等 式 (1) 
得 到 。 最 后 ， 当 | 和 |g | 都 非 零 时 ,通过 设 
f=f/ Nf UR 及 E=e/lel 
使 得 f= 二 上 z= 二 1 以 规范 化 1 和 g。 根 据 先前 的 观察 我 们 发 现 
7 | 雪 15 
上 式 的 两 边 同 乘 以 外 /Ng 1 得 到 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 。 
( 道 ) 部 分 由 积分 的 线性 性 质 得 到 。 
最 后 ， 为 证 明 三 角 不 等 式 ， 由 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 得 到 
If+gll 一 (+g+E) 
一 | fl|* +(f,g) +(g,f) + gl 
Qf +2|(f,g8) +lgl 
< * +247 lel+tlel’ 
=( 天 外 二 下 这 四 六 
将 上 式 开 方 后 〈 这 ) 部 分 得 证 。 
我 们 将 注意 力 转向 己 (R4) 空 间 中 极限 的 概念 。 己 上 的 范 数 引出 如 下 的 一 个 度 
晤 d; 若 六 ge 天 (R)， 则 
d(f,g)= |f -8 | icgiyo 
对 于 [2(R*) 中 的 序列 上 | 车 当 n,m-w 时， 有 d(f.,f,) 一 0， 则 称 它 为 柯 
西 列 。 此 外 ， 当 mx 一 om 时, 若 dF, 门 一 0， 则 称 该 序列 收敛 到 FE 大 (R“) 。 
定理 1.2 三 (R“) 空间 在 该 度量 下 是 完备 的 。 
换 句 话说， 每 个 大 (R“) 中 的 柯 西 列 收敛 到 产 (R") 中 的 某 个 函数 。 该 定理 与 
笋 曼 可 积 函 数 形成 了 明显 的 反差 ， 它 生动 地 说 明了 勒 贝 格 积分 理论 的 用 途 。 在 下 面 
的 第 3 节 我 们 将 详尽 地 说 明 这 一 点 以 及 它 与 传 里 叶 级 数 的 关系 。 
证 ”这 里 给 出 的 论证 接近 于 沿用 第 2 章 中 L' 是 完备 空间 的 证 明 。 邻 1f,1”_| 为 
L2 中 的 柯 西 列 ， 考 虑 满足 下 面 性 质 的 1,| 的 子 列 |f, | : 
对 所 有 & 宇 1, |f, -大 <2 
现在 硅 我 们 考虑 级 数 


f(x)=f, (x) + (f(x) -f(x)) 
k=1 


(w= A | + 六 | a ~ |, 
k=1 


:ul 
心 333 国 
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考虑 部 分 和 


SC (x)=f, (x) + (f(x) -f(x)) 
溢 三 所 


天 
SeCg) (x)=|f, (x) | + F (f(x) -六 (xz)|， 
vw 三 1] 
则 三 角 不 等 式 著 仿 


Kk ' 
| SxCg) SNA + 2 Nf -hl 
KS| 


Kk 
一 上 
+ 
k=1 


令 K 趋 向 无 穷 ， 且 运用 单调 收敛 定理 得 | |g|? <% ,由 于 |/|<g, 故 有 fe/ 
(了 R? ) 。 
特别 地 ， 定 义 f 的 级 数 几 乎 处 处 收敛 且 由 于 (根据 全 缩 级 数 的 构造 ) 该 级 数 
的 -1 重 部 分 和 恰 为 f,, ， 我 们 发 现 
fui f(x) a,e.x%o 
为 证 明 在 记 (R") 上 也 有 /一 /， 通 过 简单 地 观察 可 得 对 所 有 K, |f -Sk(f) | 
过 (2g)*， 运 用 控制 收敛 定理 得 ， 当 趋向 无 穷 时 ，f,, -f 一 0。 
证 明 的 最 后 一 步 的 要 点 如 下 : 由 于 |f,| 是 柯 西 列 ， 给 定 ae， 存 在 NN 使 得 对 所 
有 n, m 之 NN 有 上/, -fe 二/2。 车 选取 nmi 使 得 ny 之 N, 且 1 7 -让 <sy2， 骨 
三 角 不 等 式 蕴含 只 要 nn 二 NN 
| = = | | 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
下 面 的 定理 包含 (R”) 的 一 个 附加 的 有 用 性 质 。 
定理 1.3 空间 忆 (R4) 在 以 下 意义 下 是 可 分 的 ， 存 在 广 (R“) 的 元 素 的 可 数 
簇 | 户 } 使 得 它们 的 线性 组 合 在 (R*) 上 稠密 。 
证 ”考虑 形 如 +r， xn(x) 的 函数 徐 ， 其 中 r 是 具有 有 理 实 部 与 虚 部 的 复数 ，R 是 
R4 中 具有 有 理 坐 标的 矩形。 我 们 断言 这 种 类 型 函数 的 有 限 线性 组 合 在 2(R") 中 稠密 。 
假定 fe(R') 目 邻 a 记 0。 对 每 个 n 宇 1 考虑 如 下 定义 的 函数 g，: 
FE) , || 魏 直 有 | Rw | 
ga) = 
9， 其他， 
则 几乎 处 处 有 |/-g, | 三 41f1? 且 g,(x) 一 f(x)。， 控 制 收敛 定理 北 含 当 n 


@ 根据 定义 /eL(R*) 蕴含 |/| 可 积 ， 因 此 对 a. e. x, f(x) 有 限 。 


2 希 尔 伯 特 空间 


趋向 无 穷 时 ，/-g, | ticrw 一 0; 因此 有 
对 某 不 到 -By wicnd 和 < a72， 
令 g 二 gy， 且 注意 到 g 是 一 个 支撑 在 一 个 有 界 集 上 的 有 界 消 数 ， 因 此 ge 


1(R") 。 我们 现在 可 以 找到 一 个 阶梯 函数 p 使 得 lp |<N 有 lg -wp|< sa*/16N 


( 见 第 2 章 ， 定理 2.4)。 用 具有 有 理 实 部 与 虚 部 的 复数 以 及 具有 有 理 坐 标的 矩形 代 
蔡 出 现在 gw 的 典范 形式 的 系数 与 矩形 ， 我们 可 以 找到 一 个 水 满足 |y| 三 N 且 


[ls -| 二 a:/8N 。 最 后 ， 我 们 注意 到 


[lg-wl’<2N/|g -wl<eh, 


因此 |g- 当 上 三 /2, 从 而 上 帮 f- 汪 上 二， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
(RR") 这 个 例子 具备 一 个 希 尔 伯 特 空间 的 所 有 特征 性 质 ， 且 引发 了 这 一 概念 
的 抽象 版 本 的 定义 。 


2 希 尔 伯 特 空间 


一 个 集合 如 满足 ; 

(i) 是 C (或 R)? 上 的 向 量 空间 。 

( 庄 ) 所 被 赋予 内 积 (…,* )， 使 得 

e 对 每 个 固定 ge 8H, 一 (f,g) 在 上 是 线性 的 ， 

本 

e 对 所 有 feH, (f,/ 宇 0。 

令 |fl=(, /)。 

(所 ) 省 三 0 当 且 仅 当 f 三 0。 

(jy ) 柯 西 - 施 瓦 茨 不等式 与 三 角 不 等 式 均 成 立 : 

对 所 有 f,geH, | (f,g) 和 1 和 以 及 用 + 有 过 + es 

(V ) 在 度量 d(f,g)==f-g1 下 ,HH 是 完备 的 。 

(村 ) 妃 是 可 分 的 。 

则 称 它 为 希 尔 伯 特 空间 。 

我 们 对 希 尔 伯 特 空间 的 定义 做 两 个 评论 。 首 先 ，( iV) 中 的 柯 西施 瓦 获 不 等 
式 与 三 角 不 等 式 事实 上 是 假设 ( 1 ) 和 (ii) 的 简单 推论 (见习 题 1) 。 其 次 ， 我 
们 之 所 以 要 求 万 是 可 分 的 是 因为 这 种 情形 在 大 多 数 应 用 中 出 现 。 这 并 不 是 说 没有 
不 可 分 的 有 趣 例子 ;问题 2 就 描述 了 这 样 的 例子 。 

我 们 也 指出 ,在 希 尔 但 特 空间 背景 下 limJ。 二 /或 一/ 意味 看 lim | -fl 
0， 这 与 4(j ,有 一 0 相同 。 


O 在 这 个 阶段 数 域 是 C 或 R 这 两 种 情形 ,我 们 都 考虑 。 然 而 ， 在 许多 应 用 中 ， 如 在 傅 里 叶 分 析 的 背景 
下 ， 人 们 主要 处 理 C 上 的 希 尔 伯 特 空间 。 
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ER 

4 若 巨 是 R4 的 一 个 可 测 子 集 满足 m()0, 今 忆 2(E) 表 示 支 撑 在 E 上 的 
平方 可 积 纲 数 空 gi 

(EE)==|/ 支 撑 在 请 上， 使 得 上 [f(x) |2dx < |。 

三 (天 ) 上 的 内 积 与 范 数 分 别 是 

-一 一 -一 一 1/z 

(fa)= | fa) g(x)dx 与 /| = [f(x) | ?dx) 

又 一 次 ,我 们 考虑 [>*(E) 的 两 个 元 素 等 价 若 它们 仅 在 一 个 测度 为 零 的 集合 上 不 
同 的 话 ; 这 保证 了 中 fl 上 0 六 含 f= 二 0。 性 质 (1) 到 性 质 (WH) 可 从 上 面 的 
记 (R") 已 被 证 明 的 这 些 性 质 得 到 。 

例 2 一 个 简单 例子 是 有 限 维 的 复 欧 几 里 得 空间 。 的 确 ， 

CC" ss (nm say EC | 


被 赋予 内 积 


N 


A=! 
成 为 一 -个 希 尔 伯 特 空 s 间 | ， 其 中 & 一 (ai ,43 ,aN) 与 5 二 (b,b,,… ,ON ) 属 于 本 
它 的 范 数 为 


N 
la ||=( 2 [ay 加 
全 到 昌 


用 同样 的 办 法 人 们 可 以 定义 实 的 希 尔 伯 特 空间 R 。 
例 3 ”上面 例 子 的 一 个 无 穷 维 类 比 是 空间 广 (Z)。 根 据 定义 ， 


(Ds ss 和 5 a, | o | , 


及 三 一 缮 


车 用 a 和 4b 表示 无 穷 序列 ,六 (Z) 上 的 内 积 与 范 数 分 别 是 
ud ns lel E Luly , 
k= 


h==% 


我 们 把 广 (Z) 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 的 证 明 放 在 习题 4。 

虽然 这 个 例子 非常 简单 ， 但 事实 上 所 有 无 穷 维 (可 分 ) 硕 尔 伯 特 空间 是 伪装 
的 中 (2)。 

该 空间 的 一 个 小 的 变 体 是 上 (CN) ， 其 中 我 们 仅 取 单 边 序列 ， 即 


R(N)=i(@ ,0 ) ;a eC, >》 la,l <wl. 


有 三 | 


内 积 与 范 数 用 同样 方法 定义 而 求 和 从 nn 三 1 拓展 到 
希 尔 伯 特 空间 的 一 个 本 质 特征 是 正 交 性 。 这 个 特性 ， ihe 
结果 ， 它 将 布尔 介 特 空间 区 别 于 其 他 赋 范 回 量 空间 。 下 面 介绍 一 些 这 样 的 性 质 。 


2 希 尔 伯 特 空间 


2.1 正 交 性 
有 具有 内 积 ( :… ) 的 和 希 尔 伯 特 空间 已 中 的 两 个 元 素 厂 和 & 硅 满 足 (f,g) 二 0， 则 称 
为 正 交 或 垂直 。 记 为 门 g 
第 一 个 简单 的 观察 是 通常 的 勾 股 定理 在 抽象 的 希 尔 伯 特 空间 的 框架 下 成 立 : 
命题 2.1 车 /lg, 则 |f+gl ”= 上/l*+lgl*。 
证 ” 仅 需 注意 到 (f,，g)= 二 0 蕴含 (g; /二 0， 因此 
lf+gl =(f+g,f+e)= fF +(f,g) +(g,f) +lel” 
=|¥| el s 
希 尔 伯 特 空间 #H 的 有 限 或 可 数 无 穷 子 集 |el ,ey,…| 有 看 满足 
1 ,六 二 这 
(ons) = oa 
则 称 其 为 规范 正 交 的 。 
换 句 话说 ,每 个 e 具有 单位 范 数 ， 且 只 要 ! 关 k， 它 就 正 交 于 ein 
命题 2.2 若 |e,17-1 是 规范 正 交 的 ， 且 三》 arer eH ， 其 中 求 和 对 有 限 项 进 
行 ， 则 
上 LA = | 人 | 
该 命题 的 证 明 是 勾 股 定理 的 简单 应 用 。 $123 
给 定 五 的 一 个 正 交 子 集 |1e ,ey,…| = 二 |e 17.1, 一 个 自然 的 问题 是 确定 这 个 子 党 
集 是 否 张 成 整个 万 ， 即 | ej ,ez ,中 的 元 素 的 有 限 线 性 组 合 是 否 在 媚 中 稠密 。 奉 是 
这 种 情形 ， 则 我 们 说 jei17-1 是 HH 的 一 个 规范 正 交 基 , 阁 我 们 有 了 一 个 规范 正 交 
基 ， 则 fe 具有 以 下 形式 : 


7 一 名 CEK ， 

=1 

其 中 常数 w e C。 事实 上 ， 两 边 对 。 取 内 积 ， 由 |ei | 规范 正 交 (形式 上 ) 得 到 
(fy = po 


这 个 问题 由 传 里 叶 级 数 所 引发 。 事 实 上 ， 通 过 考虑 有 是 具有 内 积 〈/.6) 一 元 


「 f(x) g(x)dx 的 空间 天 ([ -7m,7])， 而 正 交 集 1e,17-1 取 指数 函数 1e ”1727- 
可 以 很 好 地 洞察 下 面 定 理 的 实质 . 
采用 在 侍 里 叶 级 数 中 使 用 过 的 记号 ， 有 Jf ~ 》 ate ， 其 中 对 所 有 j,a; 二 (ff,e;)。 
是 - 习 ， 


下 面 的 定理 给 出 了 1ei| 是 HH 的 规范 正 交 基 的 四 个 等 价 性 质 。 
定理 2.3 规范 正 交集 |ej1#-1 的 以 下 性 质 等 价 。 
( 1 ) 1erl 中 的 元 素 的 有 限 线 性 组 合 在 有 中 稠密 。 
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( 这) 车 fe# 且 对 所 有 j，(f,e))=0, 则 /=0，。 
N 


( 道 ) 车 fe, 且 Sy(])= 如 ayes ,其 中 a ==(f,ey), 则 当 N 一 wm 时 依 范 数 Su 
KE:=:] 
(六 
(i) 车 a =(fyex), 则 74?= ol:。 
k=1 


证 ”每 个 性 质 蕴含 下 一 个 性 质 ， 而 最 后 一 个 性 质 可 推出 第 一 个 性 质 ， 

首先 假设 ( i ) 成 立 。 给 定 fe H 满足 对 所 有 j，(f,ej) 二 0,， 需要 证 明 / 二 0， 
根据 假设 ,存在 有 中 的 元 素 组 成 的 序列 1g, 1， 其 中 每 个 g, 是 |e,| 中 元 素 的 有 
限 线 性 组 合 ， 使 得 当 n 趋向 无 穷 时 ff-g, | 趋向 0。 由 于 对 所 有 j，(f,e;) 二 0,， 故 
必须 有 对 所 有 n，(f,g, ) 二 0; 因此 应 用 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 给 出 对 所 有 mm， 

If| =,D)=(,f-g)< ff-g,1s 

邻 n 一 w% 则 上 fl? = 二 0; 因此 f=0， 所 以 由 ( i ) 可 推出 (证 )。 

现在 假定 (站) 已 被 证 实 。 对 feH 定 义 

N 


Sy(1) 一 也 aves ,其 中 a 一 (fep)， 


k=1 
首先 证 明 Sy( 甩 收敛 到 某 个 元 了 紊 ge H。 的确 ， 注 意 到 从 a 的 定义 得 出 (f -5S、 
(用 ) 上 Sy(f)， 因 此 由 勾 股 定理 和 命题 2.2 得 


N 
fl = 1f= SD | + Sy 1 = f= S54) | + 9, lo (2) 
k=] 
N 
因此 Waal a | ? 邻 NN 趋 品 无 穷 得 到 贝 寨 尔 ( Besse] ) 不 等 式 
k=1 
> lal’< 上 AI ， 
k=1 


它 草 含 级 数 | a | > 收敛 。 由 于 
后 宏和 


N 
只 要 NW>M,， 就 有 上 Sy(f) -Sy (有 ?= >》 | 中 | ， 
=M+] 


因此 1Sy( 有 )1%-1 构 成 五 中 的 柯 西 列 。 由 于 五 是 完备 的 ， 存 在 ge 8 使 得 当 NN 趋 回 
无 穷 时 Sn (万 B86 
固定 j， 且 注意 到 对 所 有 充分 大 的 N,(f- Sw( 有 ) ,6))=aj -a 二 0。 由 于 Sn(/) 趋 
向 g， 从 而 得 出 对 所 有 j,(f-g,e,) 一 0。 
因此 根据 假设 (1 ), f= &， 由 此 证 明了 f= 》 ajei 。 
il 


现在 假设 ( 志 ) 成 立 。 从 式 (2) 立即 得 到 当 WN 趋向 无 穷 时 的 极限 


2 希 尔 伯 特 空间 


I =- Pas 2, 


最 后 , 若 (V) 成 立 ， 则 又 一 er 生硬 下 人 区 6 下 攻克 未 永 由 于 
每 个 S,(f/) 是 1e, | 中 元 素 的 有 限 线 性 组 合 ， 我 们 已 经 完成 了 一 整 轮 的 推导 ， 从 而 定 
理 得 证 。 

特别 地 ， 仔 细 观 察 证 明 过 程 发 现 ， 贝 塞 尔 不 等 式 对 任何 规范 正 交 艇 |ex | 成立 。 
然而 ， 等 式 


If = | a | ,其 中 ;=(f,ei)， 
大 =1| 


称 为 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 恒等式， 当 且 仅 当 {e,}7-1 也 是 一 个 规范 正 交 基 时 成 立 。 

现在 我 们 将 注意 力 转向 基 的 存在 性 。 

定理 2.4 任何 而 尔 伯 特 空间 有 一 个 规范 正 交 基 。 

证 明 该 定理 的 第 一 步 是 (根据 定义 ) 希 尔 伯 特 空间 8 是 可 分 的 。 因 此 我 们 可 

选取 瓦 中 的 可 数 元 素 复 下 三 | 和 上 使 得 下 中 的 元 素 的 有 限 线性 组 合 在 五 中 笛 密 。 

我 们 回顾 在 有 限 维 向 量 空间 情形 已 经 用 过 的 定义 。 对 于 有 限 多 个 元 素 g| ，…， 
BN， 若 对 某 些 复数 a;,ajgl + :+awgn 一 0， 则 ai 三 om 一 … 一 ar 一 0， 放 称 gy,*… 
gw 线性 独立 。 换 名 话说， 没有 元 素 g; 是 其 他 元 素 的 线性 组 合 。 特 别 地 ， 每 个 g; 都 
不 能 为 0。 对 于 一 个 由 可 数 个 元 素 构 成 的 得 ， 右 该 簇 的 所 有 有 限 子 集 线 性 独立 ， 则 
称 这 个 可 数 复 线性 独立 。 

若 我 们 相继 忽略 那些 线性 依赖 于 先前 元 素 hi ,h,,… ,hi | 的 元 泰 h,， 则 所 得 到 
的 由 线性 独立 的 元 素 组 成 的 复 万 = 二 fi, 户 ,…,f;，… 其 有 限 线 性 组 合 与 hi,h,,… 
hh ,… 给 出 的 相同 ， 因 此 这 些 线性 组 合 也 在 H 中 稠密 。 

定理 的 证 明 由 应 用 熟知 的 格拉 姆 - 施 密 特 ( Gram - Schmidt) 过 程 构造 得 到 。 给 
定 一 个 有 限 元 素 徐 | 有 ,… ,| ， 我 们 称 1f , 记 ，… ,hi| 中 的 元 素 的 有 限 线性 组 合 所 成 
的 元 素 全 体 构 成 的 集合 为 该 族 的 扩张 ， 并 将 1fi,p,…,f1 的 扩张 记 为 Span (| 有 i， 
hr™ sel ss 

现在 构造 一 个 规范 正 交 问 量 序列 ej ,ez ,… 使 得 对 所 有 于 之 1，Span( | el ,e;，…， 
e, | )= 二 Span| 有 i, 记 pp,…, 记 1。 下 面 用 归纳 法 实施 。 

根据 线性 独立 的 假设 , 万 关 0， 因 此 可 以 取 e = 二 1/ 中 fi 。 接 着 ,假定 已 经 找 
到 正 交 向 量 e ,ez ,…,ek 使 得 对 给 定 的 ,Span(|el,ey,**… ,er )= Span(1f1 ,hp 


k 
ft! ) 。 我 们 接着 莹 试 将 e 51 取 为 大 il * DS, aye, 吕 为 使 得 (ef ,| i@7) = 要 求 We 二 
站] 
(Hei i) ， 且 di ] 委 三 委 k) ， 的 这 个 选择 保证 了 ,六 严守 El? ”yekae 此 外 ， 线 
性 独立 的 假设 保证 了 ei ,1 关 0; 因此 我 们 仅 需 要 “重新 规范 化 ”上 且 取 e@ ,1 二 ex ,17 | 
et 41 有 以 完成 归纳 步 又。 用 这 个 办 法 我 们 已 经 找到 豆 的 规范 正 交 基 。 
注意 到 隐 含 假设 线性 独立 的 元 素 刀 ,万 ,… 的 个 数 是 无 限 的。 在 仅 有 WN 个 线性 


We 
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独立 癌 量 所 p,… ,fy 的 情形 下 ， 则 用 相同 的 构造 方法 我 们 给 出 的 一 个 规范 正 交 
基 el ,e;,… ,en。 这 两 种 情形 通过 以 下 定义 区 分 。 奉 有 是 具有 由 有 限 多 个 元 素 组 成 
的 规范 正 交 基 的 希 尔 伯 特 空 间 ， 则 称 女 是 有 限 维 的 。 否则 ， 称 有 为 无 穷 维 的 ， 

2.2 西 映 射 | 

对 于 两 个 希 尔 伯 特 空间 保持 它们 结构 的 对 应 是 一 个 西 变换 。 更 精确 地 ， 假 定 有 
两 个 希 尔 伯 特 空 间 五 和 7' 分 别 具 有 内 积 (… )j 与 (.…)， 以 及 相应 的 范 数 
1， 与 1 中。 对 于 这 两 个 空间 之 间 的 映射 U， HH'， 若 满足 : 

( i ) U0 是 线性 的 , 即 U(af +Bg)==aU(f) +BU(g)。 

( 这) U 是 双 射 。 

(了 主 ) 对 所 有 feH, 上 CFA ww， 

则 称 它 为 西 的 。 

我 们 依次 给 出 一 些 观察 。 首 先 ， 由 于 也 是 双 射 ， 它 必须 有 逆 避 -” : H' 一 H， 该 
逆 也 是 西 的 。 上 面 的 〈 正 ) 部 分 也 冀 含 厦大 U 是 要 的 ， 则 

对 所 有 f,geH,(Uf, Ug) p=(f,8) po 

为 看 出 这 一 点 ， 仅 需 “ 极 化 ”， 即 注意 到 对 任何 具有 内 积 ( '… ) 和 范 数 上 外， | 的 
(比如 说 C 上 的 ) 向 量 空间 ， 只 要 户 和 0G 是 该 空间 的 元 素 ， 就 有 


] FW 
(FG [rte le-el* + el = | 


以 上 定义 导致 我 们 引入 西 征 价 的 概念 。 对 于 两 个 希 尔 但 特 空间 玉 和 8'， 夺 它 
们 之 间 存 在 西 映 射 U0: HH'， 则 称 这 两 个 希 尔 伯 特 空间 西 等 价 或 丁 同 构 。 显 然 ， 
希 尔 伯 特 空间 之 间 的 西 同 构 是 一 个 等 价 关 系 。 

有 了 这 个 定义 ,我们 现在 可 以 给 出 先前 所 说 的 任何 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 是 相同 
的 ， 且 在 某 种 意义 下 是 广 (Z) 的 一 个 变 体 。 

系 2.5 任何 两 个 无 穷 维 布尔 们 特 空间 是 西 等 价 的 。 

证 硅 H 和 HH' 是 两 个 无 穷 维 希 尔 但 特 空间 ， 对 它们 中 的 每 一 个 我 们 可 以 选取 
一 个 规范 正 交 基 ， 比 如 说 

te ey." CHMRIe ,ee, “CH 


接着 ， 考 虑 如 下 定义 的 映射 : 若 /=Y we ， 则 
尺 三 4 


UN= 8 其 中 8 二》 ges ， 
ki; 皇 诈 


显然 ， 映 射 忌 是 线性 与 可 逆 的 。 此 外 ， 根据 由 星 瓦 尔 恒等式 ， 必 有 


wn i 昌 2 er] 
[w= | Ns 
:=i 


这 就 证 明了 系 2. 5。 
因此 所 有 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 西 等 价 于 个 (N)， 并且 经 过 重新 标记 元 素 的 下 标 


3 傅 里 叶 级 数 与 法 图 定理 


也 等 价 于 个 (Z)。 通 过 类 似 的 推理 我 们 有 下 面 的 系 : 

系 2.6 任何 两 个 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 是 西 等 价 的 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 
维 数 ， 

因此 每 个 C( 或 R) 上 的 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 等 价 于 某 个 C" 或 (R")。 

2.3 准 希 尔 伯 特 空间 

虽然 布尔 伯 特 空间 的 产生 是 很 自然 的 ， 但 大 们 第 党 从 替代 它 的 准 硕 尔 但 特 空间 
开始 ， 即 空间 夯 ， 它 满足 除 (V ) 外 的 硕 尔 但 特 空间 所 有 人 性质; 换 名 话说， 不 假设 
Ho 是 完备 的 。 一 个 主要 例子 是 健 里 叶 级 数 早 期 研究 中 隐约 出 现 的 具有 通常 内 积 的 
[ -7T,7T」 上 的 黎 曼 可 积 图 数 空间 H, 二 R; 下 面 我 们 回 到 这 个 例子 。 其 他 例子 出 现 
在 下 一 章 的 偏 微分 方程 解 的 研究 中 。 

间 运 的 是 ， 每 个 准 布 尔 伯 特 空 间 有 可 以 完备 化 。 

命题 2.7 假定 已 经 有 了 一 个 具有 内 积 (…, )o 的 准 希 尔 伯 特 空间 Ho， 则 可 以 
找到 一 个 具有 内 积 (…,* ) 的 希 尔 伯 特 空间 五 使 得 

(C17 HCH 

(让) 只 要 f,ge 41H。 就 有 (f,g)0o = 二 (f/f,&)。 

(二 ) 在 右 中 稠密 。 

像 玉 那样 满足 以 上 命题 的 性 质 的 希 尔 伯 特 空间 称 为 Hi, 的 完备 化 。 我们 仅仅 概 
述 乒 的 构造 ， 这 是 由 于 它 接近 于 熟悉 的 康 托 尔 通过 有 理 数 的 柯 西 列 的 完备 化 构造 
实数 的 方法 。 

事实 上， 考虑 所 有 柯 西 列 jA 几 1， 其 中 用 Em ,1 和 过 < ， 所 成 的 族 。 在 该 簇 
中 定义 等 价 关 系 如 下 : 对 于 14 态 1 和 六 奉 当 1 到 时 ,， 态 - 及 收复 于 0， 则 称 它 们 
等 价 ， ee 人 们 容易 本 sa 其 中 内 积 


(f,g) 定 义 为 lim (f.,g,)， 这 里 | 用 1 和 1g | 是 可 中 的 柯 西 列 ， 分 别 表 示 8 的 元 素 f 


和 5。 接着 ， 若 Je Hs,， 我 们 取 序 列 |f, | 为 对 所 有 n, /二 1/， 以 将 /表示 为 H 的 元 
素 ， 这 给 出 了 有 CH。 为 使 且 是 完备 的 令 117_| 为 8H 中 的 柯 西 列 ， 每 个 六 表 
办 兴业 为 请/ 一 的 认 到 |， 基 中 Nn) 全 
对 于 j 宇 Nan), | fe - 育 | 志 1Zn， 则 在 五 中 ,FF， 

pth Pi peel -个 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 (见习 题 14) 。 


3 傅 里 叶 级 数 与 法 图 定理 


我 们 已 经 看 到 和 希 尔 伯 特 空间 与 傅 里 叶 级 数 的 一 些 基 本 事实 的 有 趣 联系 。 这 里 我 
们 要 探求 这 个 思想 上 且 将 之 与 复 分 析 相 联系 。 

当 考 虑 傅 里 时 级 数 时 ， 我 们 自然 转向 更 广泛 的 [ -7,7n] 上 的 所 有 可 积 消 数 所 
成 的 类 。 的确, 注意 到 由 于 区 间 [ -=T,Tj] 具 有 有 限 测度 ， 根据 柯 西施 瓦 葡 不 等 式 ， 


| 
Cs * 
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由 ([-7,m]j)CU([ -m,n])。 因 此 , 若 feL([-m,m]) 上 且 neZ， 我 们 定义 f 
的 n 重 侍 里 叶 系 数 为 


| f(x)e™™dx, 
2 


则 了 的 傅 里 叶 级 数 形式 上 是 >》 a,e”， 且 写作 


nn 三 一 


f(x) Em >», a,e™ E 


nn 三 一 % 


以 表明 右边 的 和 是 左边 函数 的 傅 里 时 级 数 。 该 理论 的 长 足 发 展 给 出 了 先前 在 第 一 本 
书 中 〈 即 傅 里 叶 分析 ) 得 到 的 结果 的 自然 推广 。 

定理 3.1 假定 /在 [ -m,n] 上 可 积 。 

( 1 ) 知 对 所 有 m，a, = 二 0， 则 f(x)= 0a. e. xs 

(VY 当 1 了 持 ， py 世人 趋同 f(x%)a. e. x。 


第 二 个 结论 是 f 的 仁 里 叶 级 数 几 乎 处 处 “ 阿 贝 尔 (Abel) 求 和 ”等 于 f/f。 注 意 
到 由 于 | a， < f(x)| dx ， 对 每 个 r， 0 过 r 志 1， 级 数 和 绝对 有 目 一 
TJ-™ 
Yar sy 
2s: 致 收敛 。 
SA 证 第 一 个 结论 是 第 二 个 结论 的 直接 推论 。 为 证 明 后 者 我 们 回顾 关于 泊 松 核 的 等 式 


2 


nem Pity = 


n=—% 1 — 2reosy + rr 
见 书 ,第 2 章 。 从 我 们 给 定 的 fe L'([ -5,m]) 出 发 将 它 延 拓 为 R 上 的 周期 为 
2 的 函数 S。 对 每 个 x， 
5 rlle™ = | fx -7)P,(y) dy (3) 


Nn 三 一 


的 确 ， 根 据 控制 收敛 定理 上 式 右 边 等 于 
n Lf iny 了 ， 
Pk 兵 w 二 es 
进而 ， 对 每 个 x 和 nn， 
e™ | A y)e dy=e"2na,o 


第 一 个 等 式 由 平移 不 变性 (第 2 章 第 3 节 ) 得 到 ， 第 二 个 等 式 由 于 只 要 下 


加 注意 到 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假设 Ar) 王 几 -7 ) 以 使 得 周期 延 拓 没 有 歧义 ， 
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是 周期 为 25 且 1 是 长 度 为 25 的 区 间 ， 就 有 「 P(7)dy 一 [PCy)dy (第 2 章 ， 习 是 
3) 。 有 了 这 些 观 察 ， 式 (3) 就 建立 起 来 了 。 我们 现在 能 够 援引 恒 等 通 近 的 事实 
(第 3 音 定理 2.1 与 例 4) 得 出 (3) 的 左边 在 f 的 勒 贝 格 集 的 每 个 点 收 化 于 f(x)， 
因此 几乎 处 处 收 化。( 为 正确 起 见 ， 定 理 的 假设 要 求 /在 整个 R 上 可 积 。 对 周期 函 
数 设 让 在 [ -2r,2r] 外 等 于 0 就 能 够 实现 目标 ， 则 对 这 个 修正 的 /， 只 要 xe[ -1， 
T| 式 (3) 仍然 成 立 。,) 

我 们 回 到 较为 具体 的 忆 空间 的 情形 。 我 们 在 傅 里 叶 级 数 的 背景 下 表述 定 更 
2.3 的 实质 性 的 结论 ; 对 了 Ee LR -7T,T]), 与 前 面 一 样 我 们 记 ge 


| x)e dx 


定理 3.2 假定 feL([ -=~7,m])， 则 : 
( 1 ) ' 我 们 有 帕 塞 瓦尔 关系 式 


十 2 


人 2 
-| 而 | 一 |) | ax, 
TJ- 


i 路 三 一 


( 下) 映射 三 ja,l 是 成 ([ -n,m]) 与 了 (Z) 之 间 的 西 对 应 。 
( 证) 7 的 傅 里 时 级 数 在 大 范 数 下 收 人 印 到 ff， 即 


当 Nre 时 ,二 | f(x) = SF) (Cx) |2dx 50 ， 
其 中 Sy(f) = T mei 。 


| lsN 
为 运用 前 面 的 结果 ,， 令 有 二 如 ([ -mm]), 内 积 (J, 8)= 守 | An) 
g(%)dx ， 取 正 交 集 {e, 7-1 为 指数 函数 {e”“}*“_。， 使 得 当 n= 二 0 时 , 三 1; 当 n 
0 有 ,下 一 28 当 n 芝 时 B=2 | | -1 
根据 先前 的 结果 ， 定 理 2.3 的 断言 ( 开 ) 成 立 且 因此 其 他 的 所 有 结论 成 立 。 


于 是 我 们 有 帕 塞 瓦尔 关系 式 ; 且 从 (这 ) 得 出 当 N 一 am 时 ,| -54D 1? = 


》 |a, 1 一 0。 类 似 地 ， 若 给 定 ia,l eP(Z)， 则 当 N, Mw 时 , | Sw (Cn - 


Suy(/) 1 一 0。 因 此 产 的 完备 性 保证 了 存在 fe L 使 得 上 f- Sw(f) | 一 0， 人 们 可 直 
接 验 证 /以 | a,| 为 它 的 健 里 叶 系 数 。 因 此 ， 我们 导出 映射 /一 1a,| 是 映 上 的 ， 
因此 是 西 的。 这 是 一 个 关键 性 结论 ， 它 在 2 的 框架 下 成 立 ， 但 在 先前 的 黎 曼 可 积 
epost 事实 上 ，[ -7,m] 上 的 这 样 的 函数 所 成 的 空间 R 在 该 范 数 
完备 的 ， 它 的 确 包 含 连 续 函 数 ， 但 R 本 身 局 限于 有 界 函 数 。 
3.1 法 图 定理 
法 图 定理 是 复 分 析 中 的 一 个 引 人 注 目的 结果 。 它 的 证 明 综 合 了 希 尔 伯 特 空间 、 


& EE 
yy129 


了 六子 
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傅 里 叶 级 数 及 微分 理论 的 深刻 思想 ， 然 而 这 些 概念 都 不 出 现在 它 的 叙述 中 。 法 图 定 
理 回答 的 这 个 问题 可 简 述 如 下 : 
假定 F(z) 在 单位 圆 盘 D==|ze C; |z| 二 1| 上 是 全 纯 的 。 为 保证 在 适当 的 意义 
下 F(z) 收敛 到 单位 圆 盘 上 的 边 值 PCeia) ， 需 要 对 下 施加 什么 条 件 ? 
一 般 单位 圆 盘 内 的 全 纯 函 数 在 接近 边界 的 表现 十 分 奇异 。 然 而 结果 证 明 施 加 简 
单 的 有 界 条 件 足 以 得 到 一 个 强 的 结论 ， 
若是 一 个 定义 在 单位 圆 盘 D 内 的 函数 ， 且 极限 
limF (re ) 
ca 
存在 ， 则 说 下 在 圆 上 的 点 -7 三 0 三 7 具有 径 向 极限 . 
定理 3.3 单位 圆 盘 上 的 有 界 全 纯 函 数 F(re”) 在 几乎 每 个 9 处 具有 径 问 极限 。 
证 ”只 要 z=re% 目 r 二 1,PF(z) 在 万 内 就 有 绝对 上 且 一 致 收 伍 的 寡 级 数 展开 式 
2 s 事实 上 ， 对 于 rr 过 1 级 数 wa mr"e” 是 函数 (re") 的 健 里 叶 级 数 ， 即 


1 =0 


当 n 宇 0 时 ， a,r" | F(re®)e "dg 
A 


而 当 n 达 0 时 积分 不 存在 ( 见 《 复 分 析 》 第 3 章 , 第 7 节 ) 
ae: 选取 履 使 得 对 所 有 ze D，| F(z) | 过 M。 根据 帕 塞 瓦尔 恒等式 ， 对 每 个 0 过 


30: 
A rl 


2 We i ep | 
lal” | 10 。 
令 r 一 1， 则 有 了 |a |? 收 伍 (上 且 志 中 )。 现 在 令 F(e*) 为 上 7 函数， 其 傅 里 叶 系 数 
当 n 三 0 时 是 a,， 而 当 n<0 时 是 0。 因 此 根据 定理 3. 1 的 结论 (i)， 得 
对 于 a 6 .0 Yo, ree sp (ee, 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
考察 以 上 证 明 过 程 ， 我 们 看 到 相同 的 结论 对 更 大 的 一 类 函数 成 立 。 基 于 这 种 关 
系 ， 我 们 定义 哈代 空间 大 (D) 为 单位 圆 盘 D 上 的 满足 


sup | IF(re*) | “dg 去 mw 
0<r<l1 2 —T 


的 全 纯 函 数 全 体 。 同 时 还 定义 该 类 中 函数 的 “ 范 数 ”下 jzip) 为 以 上 量 的 平 
方 根 。 

若 焉 有 界 ， 则 Fe HY(D)， 此 外 用 有 界 情形 给 出 的 证 明 方 法 可 以 证 明 ， 对 任 
何 FeH*(D) 径 向 极限 几乎 处 处 存在 的 结论 成 立 了 >。 最 后 ，Fe H?(D) 当 上 且 仅 当 


后 问题 5* 给 出 一 个 更 为 一 般 的 陈述 。 
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oo 


F(z) 一 YY 而 满足 加 |a, | 巡视 ; 此 外 ， > |a, | = PF] Gri 。 这 特别 说 明 
ti =0 


= n=0 
7 事实 上 所 (D) 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 它 可 视 为 广 (Z) 的 “ 子 空间 ”I(Z,), 它 
由 (ZZ) 中 的 那些 满足 当 n 二 0 时 , a = 二 0 的 ja 组 成 。 
接 下 来 处 理子 空间 的 一 些 一般 性 的 性 质 以 及 它们 相伴 随 的 正 交 投影 。 
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HH 的 线性 子 空间 $ (或 简单 地 称 为 子 空间 ) 指 的 是 所 的 一 个 满足 以 下 性 质 的 子 
集 : 只 要 f,， ge$ 且 @ 和 BB 是 数 ， 就 有 af+Bge5。 换 句 话说 ，5 也 是 一 个 向 量 空 
间 。 例如， 在 R 上 ， 每 个 过 原点 的 直线 与 每 个 过 原点 的 平面 分 别 是 一 维和 二 维 的 
ES 
在 只 要 |f,1C5s 收 合 到 某 个 J/e 且 ,就 有 /也 属于 S$S， 则 称 5 是 闭 的 。 在 有 限 维 
布尔 但 特 空 间 情 形 ， 每 个 子 空间 是 闭 的 。 然 而 ， 这 个 性 质 在 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 的 
一 般 情 形 不 成 立 , 例如 ， 如 同 我 们 已 经 说 明 的 ,和 歼 曼 可 积 函 数 的 子 空间 在 
广 ([ -T,T]) 不 是 闭 的， 固定 一 个 基 且 取 这 些 基 元 素 的 有 限 线 性 组 合 所 成 子 空间 
也 不 是 闭 的 。 希 尔 伯 特 空间 H 的 每 个 闭 子 空间 $ 也 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 这 是 有 
用 的 ,其 中 $5 上 的 内 积 承 效 自 如。( 关 于 5 的 可 分 性 ， 见 习题 11。) 
接 下 来 ， 我们 证 明 闭 子 空间 有 具有 欧 几 里 得 几何 的 一 个 重要 特征 。 
引 理 4.1 假定 S$ 是 有 的 闭 子 空间 ， 且 feH， 则 ; 
(1) 存在 (唯一 ) 元 素 go eS 离 f 最 近 ， 即 
|f-go| ink 中 了 一 有 | 
(五 ) 元 兹 -go 垂直 于 S$， 即 对 所 有 8eES， 
(Ff 2 B= Ws 


该 引 理 的 情形 如 图 1 所 示 。 

证 车 /eS， 则 我 们 选取 /= go。， 结 论 
显然 成 立 。 否 则 , 令 d =inf,.s |f-g|， 
目 必须 有 d 之 0， 这 是 由 于 /esS 且 5 是 闭 
的 。 考 虑 $ 中 的 序列 jg,1”_| 使 得 g 

当 m>o 时 ,| f-g, 1 一 d。 

我 们 断言 |g,| 是 一 个 柯 西 列 ， 其 
极限 就 是 元 素 外 。 事 实 上 ， 仅 需 证 明 
jg,| 的 一 个 子 列 收 合 ,这 在 有 限 维 情形 
立即 成 立 ， 因 为 此 时 一 个 闭 球 是 紧 的 。 然 图 1 5 中 高 1 最 近 的 元 素 
而 ， 如 同 我 们 将 在 第 6 节 看 到 的 ， 在 一 般 
情形 该 紧 性 不 成 立 ， 在 这 里 证 明 步 又 极其 复杂 。 

为 证 明 我 们 的 论断 ， 需 运用 平行 四 边 形 法 则 ， 它 说 的 是 在 一 个 希 尔 伯 特 空间 有 上 ， 


Sy hy 


| 
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对 所 有 A,BeH, 上 4+BI +1|4-B| =2[ 4“ + a (4) 
这 个 等 式 的 简单 验证 ， 它 主要 包括 将 每 个 范 数 用 内 积 表示 ， 全 读者。 根据 平 
行 四 边 形 法 并 令 A= 二 f=g。, 以 及 昌 = 二 f=g,， 得 
12f- (gi +gan) | + | gn -ga =2[ |f-gel + lf-g,l 1 


然而 $ 是 一 个 子 空间 ， 因而 量 二 (gn+gm) 属 于 S$S， 因 此 


] 机 
由 有一 机 王 之 上 一 本 (en +gn) | 之 2d， 


所 以 
gn =8 =2[ 7-8 + lf-genl -12f-(g, +g8,) 

<2[ 7-g 1 + lf-g, | | -4d。 
根据 构造 ， 有 当 nn,， mm 一 w 时 ，|f-g, 一 d 且 f-g 一 4， 因 此 以 上 不 等 式 说 
明了 jg,} 是 一 个 柯 西 列 。 由 于 万 完备 且 $ 是 闭 的 ， 序列 1g, | 在 S$ 中 必 有 一 个 极限 
80， 它 满 足 d = | f=go | 本 

下 面 证 明 若 geS, 则 gL(F-go)。 对 每 个 e〈 正 或 负 ) ， 考 虑 go 的 扰动 ， 它 

定义 为 g - sg。 该 元 素 也 属于 S$， 因 此 
|f-(g0 -eg) | |f-g0 1 。 

由 于 |f-(go -sg) | = 二 |f-gol +e gl +2eRe(f-go,8)， 故 有 
2eRe(f/-g0,g8) +e |g 全 0。 (5) 

若 Re(f -go;8) 三 0， 则 取 se 为 小 的 正 数 ， 与 式 (5) 牙 盾 。 厅 Re(f-g6,8) 二 
0， 取 s 为 小 的 负数 也 得 到 矛盾 。 因 此 ，Re(/-go,g) 二 0。 通 过 考虑 go 的 另 一 个 扰 
动 gu -igg， 用 类 似 的 方法 可 以 得 到 Im(f-go,8) 二 0， 因 此 (f-go,g) 二 0。 

最 后 ，go 的 唯一 性 从 以 上 关于 正 交 性 的 观察 得 到 。 假 设 go 是 另 一 个 与 /有 最 小 
距离 的 点 ， 在 上 面 证 明 过 程 中 取 g 二 go -go， 则 有 (F-go) 上 (go -go)， 且 勾 股 定 
理 给 出 

If-gol*=|f-gol + le -gol 
由 于 根据 假设 上/f-g |? = 上/-go | 2, 从 而 得 出 我 们 想 要 的 | go -go 上 = 0。 

用 这 个 引 理 ， 我 们 现在 可 以 引入 一 个 有 用 概念 ， 它 是 正 交 概 念 的 另 一 种 表述 。 

若 $ 是 希 尔 伯 特 空间 五 的 一 个 闭 子 空间 ， 定 义 5 的 正 交 补 为 
S$: 二 |feH:(f,g)= 二 0 对 所 有 ry" 

显然 5+ 也 是 五 的 一 个 子 空间 ， 此 外 有 sf 1$ -三 101 。 为 看 到 这 一 点 ， 注 意 到 若 
fresms+ ， 则 了 必须 与 其 自身 正 交 ; pln ep ， 从 而 f=0。 此 外 ，S+ 自 
身 是 一 个 闭 子 空间 。 的 确 ,， 车 f, 一 /， 则 根据 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 ， 对 每 个 g，(/,， 
g) 一 (f,g)。 因 此 ， 若 对 于 所 有 ge5S 以 及 所 有 n,(f,,g)= 二 0， 则 对 所 有 那些 g，(/， 
8)=0。 

命题 4.2 车 S 是 希 尔 伯 特 空间 五 的 一 个 闭 子 空 间 ， 则 
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= SS 6 

记号 甸 意 味 着 每 个 feH 可 了 唯一 写 为 /二 g+h， 其 中 ge5S 而 heS-; 我 们 说 有 
是 $S 和 3 的 直 和 。 这 等 价 于 说 互 中 的 任何 了 是 两 个 元 素 的 和 ， 一 个 属于 S$， 另 一 
不 属于 8， 且 下 1 仅 包 将 0。 

命题 4. 2 的 证 明 依 赖 于 先前 给 出 的 $ 中 离 了 最 近 的 元 素 的 引 理 。 事 实 上 ， 对 任 
何 Fe 万 ,我 们 如 同 在 引 理 4. 1 中 那样 选取 go 且 将 三 写 为 

= 和 人 

根据 构造 ge 5S5， 且 引 理 蕴含 f- go e 5+ ， 而 这 表明 /是 $ 中 的 一 个 元 素 和 5+ 

中 的 一 个 元 素 的 和 。 为 证 明 这 个 分 解 是 唯一 的 ， 假 定 
f=g+h=g+h, 其 中 g,geS 而 hh,hest,， 

则 有 gg-g 二 h-hh。 由 于 左边 属于 5 而 右边 属于 S+， 以 及 S 门 $+==10|， 所 以 g - 


g 一 0 且 h -hh 二 0。 因 此 g= 二 g 且 h 二 hh， 故 唯一 性 建立 了 。 

有 了 分 解 昌 二 SS+ ， 就 可 以 定义 在 3 上 的 自然 投影 为 

Ps(f)==g, 其 中 f=g+h 且 geS,hes。 

映射 P; 称 为 在 $ 上 的 正 交 投影 ， 它 满足 以 下 的 简单 性 质 : 

(1 ) /Ps(1) 是 线性 的 ; 

(1 ) 只 要 feS,， 就 有 Py( 门 = 及 

( 壕 ) 只 要 fe5 ,就 有 Ps( 人 =0; 

(1V) 对 所 有 feH, | Ps(/) |f|。 

性 质 ( 1 ) 意味 着 只 要 有 ,peH 且 a 和 BB 是 数 ， 就 有 Ps(afi +Bf)==aPs(fi) 
+BPs(f)so 

下 面 的 观察 是 有 用 的 。 假 定 1e,| 是 8 的 规范 正 交 问 量 (有 限 或 无 穷 ) 集 ， 则 
lei| 瑟 成 的 子 空间 的 闭 包 上 的 正 交 投影 由 Pe (f ,er )e; 给 出 。 在 该 集 是 无 穷 的 


情形 ， 和 式 依 互 的 范 数 收敛 。 
我 们 用 产生 于 侍 里 叶 分 析 的 两 个 例子 说 明 这 一 点 。 


wt 


例 1 在 忆 ([ -7,m]) 中 , 车 /(0) ~ 》 ae ， 则 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 是 


N 
Sy(f) (8) » Ge 。 


n=—N 
因此 ， 部 分 和 算 子 Sw 是 由 到 |。_y,… ,ew| 张 成 的 闭 子 空间 上 的 投影 构成 的 。 
部 分 和 Sw 可 通过 卷 积 实现 ， 
5%)) (0) =3—[ Dn(9 - p)f(p) dp, 
其 中 Dy(09)= 二 sin( (N+1/2)9)/sin(9/2) 是 狱 利 克 雷 (Dirichlet) 核 。 
例 2 又 一 次 ,考虑 忆 ([ -mr]) 且 令 8 表示 由 所 有 具有 以 下 形式 
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F(0) ~ >, We"™ 


下 三 人 
的 FelL([ -n,m]) 组 成 的 子 空间 。 换 句 话说 ，5 是 那些 当 n 二 0 时 傅 里 叶 系 数 
a, 二 0 的 平方 可 积 函 数 所 组 成 的 空间 。 从 法 图 定理 的 证 明 可 知 ,，s 可 等 同 于 哈代 空 
间 H*(D)， 其 中 DD 是 单位 圆 盘 。 因 而 是 西 同 构 于 信 (Z, ) 的 闭 子 空间 。 因 此 ， 运 用 
这 个 等 同 关 系 ， 若 表示 从 ([ -7,m]) 到 5 的 正 交 投影 ， 则 也 可 以 将 P(f) (z) 
写 为 H(D) 中 对 应 的 元 素 ， 即 


P(f) (z) = a 


n=0 
给 定 fe 忆 ([ -n,m])， 定义/ 的 柯 西 积分 为 
1 
cD = 
其 中 y 表示 单位 贺 ， 而 :属于 单位 圆 盘 。 则 对 所 有 ze D， 有 等 式 
PO) (2)= Cf (2). 

的 确 ， 由 于 fe L?， 根 据 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 知 feL'([ -mr,])， 因 此 在 下 面 的 计 
算 中 ， 可 以 交换 求 和 与 积分 的 次 序 ( | | 三 1): 


2C 


i 
7 P{f) (z) QZ 一 A i 18 i 
134: 名 la , 


ir Roy ,, 


2TJ-Tr 1 -ez 


1 TT Rey | 


5 外 ie dg 

ee 
(js 
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希 尔 伯 特 空间 分 析 的 焦点 主要 在 于 研究 它们 的 线性 变换 ,我 们 已 经 过 到 两 类 这 
样 的 变换 : 西 映射 和 正 交 投影 。 本 章 将 详细 讨论 其 他 两 类 重要 算 子 : “线性 泛 函 ” 
以 及 “ 紧 算 子 ,” 特 别 是 那些 对 称 的 。 

假定 HI 和 五 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 。 上 映射 7;: Hi 一 HH, 奉 对 所 有 数 a,b 和 和/， 
geHl,， 有 

T(af +bg)= aT(f) +bT(g), 
则 称 其 为 线性 变换 (也 称 为 线性 算 子 或 算 子 )。 
显然 ， 线 性 算 子 满足 TF(0) 王 0。 
对 于 线性 算 子 7: 不 一 更， 在 存在 戏 过 0 使 得 
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[TO ne Mf,, (6) 
则 称 它 为 有 界 的 。 
7 的 范 数 记 为 7 ,或 简单 地 记 为 上 7 ， 定 义 为 
| T= int M, 


其 中 下 确 界 对 所 有 使 得 式 (6) 成 立 的 1 取 。 一 个 平凡 例子 是 恒 同 算 子 7， 它 满足 7 
(有 二 Jf。 它 妆 然 是 一 个 西 算 子 和 一 个 投影 ， 其 中 上 1 王 1。 
以 下 在 不 造成 混 消 的 情况 下 我 们 一 般 去 反 附 着 在 布尔 但 特 空间 的 元 素 的 范 数 记 


号 的 下 标 。 
引 理 5.1 171 一 supl | (Tf,g) :IIS11g1 和 1 ,其 中 当然 有 feH 且 
geH,, 


证 若 17|1 科 MM， 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 给 出 : 

只 要 | |fll 志 1,]gj| 志 1, 就 有 | (Tf,g) | 科 M1。 
因此 sup| .| (Tf,g): |fN<1,lel<1il<|7TI|。 

反 过 来 , 车 sup1 | (Tf,g): fl11, gj 中 夺 11 志 MM, 则 对 所 有 fTY 圭 M 
1f1。 若 f 或 Tf 是 零 , 则 结论 显然 成 立 。 否则 ,f= 二 f/f 与 g'= 717 的 范 数 
为 1, 因此 根据 假设 ,有 

| 和 于， 
但 由 于 | (Tg') | 二 上 YIf1 ;这 给 出 上 TI 志 WWefe， 引 理 得 证 。 

对 于 线性 算 子 7， 大 只 要 f/f 一 /， 就 有 7T(f,) 一 T(f) ， 则 称 它 为 连续 的 。 显 然 线 
性 蕴含 了 7 在 整个 有 H 上 连续 当 且 仅 当 它 在 原点 连续 。 事 实 上 ， 有 界 或 连续 这 两 个 
条 件 是 等 价 的 。 

命题 5.2 一 个 线性 算 子 7: 81 一 H, 有 界 当 且 仅 当 它 是 连续 的 。 

证 看 7 有 界 ， 则 17GD =TGA) Ta 和 W 1 -大 r， 因 此 了 连续 。 反 过 来 ， 
假定 7 连续 但 不 是 有 界 的 ， 则 对 每 个 n 存在 元 素 f, 关 0 使 得 上 7(f,) 三 nf|。 
元 素 g; 二 fA(n| 所 中 ) 具 有 范 数 1/n， 因此 g, 一 0。 由 于 7 在 0 处 连续 ， 所 以 有 
7T(g,) 一 0， 这 与 上 7T(g,) 中 三 1 矛盾 。 从 而 命题 得 证 。 

在 本 章 的 其 余部 分 我 们 假定 所 有 线性 算 子 是 有 界 的 ， 因 此 是 连续 的 。 值 得 一 提 
的 是 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 之 间 的 任何 线性 算 子 必然 是 连续 的 ， 

5.1 线性 泛 函 与 里 斯 表示 定理 

一 个 线性 泛 函 1 指 的 是 从 希 尔 伯 特 空间 8H 到 基本 数 域 的 线性 变换 ， 该 数 域 通 常 
假定 为 复数 域 。 

lt:.H—»C, 
当然 ， 我 们 将 C 视 为 赋予 标准 绝对 值 的 范 数 希 尔 伯 特 空间 。 
线性 泛 函 的 一 个 自然 例子 由 如 上 的 内 积 给 出 。 的 确 ， 对 于 固定 的 ge 及 ， 映射 
(=f 
是 线性 的 ， 有 日 根据 柯 西 - 施 瓦 艾 不 等 式 也 是 有 界 的 。 的确 


人 
上 
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| (fg) | 所 Mf ;其 中 M=|g||。 

而 且 ，!(g) 王 到 1g1 ,因此 有 121=1gl。 值 得 注意 的 是 : 这 个 例子 在 某 种 意义 
下 是 穷尽 的 ， 即 每 个 希 尔 伯 特 空间 上 的 连续 线性 泛 函 都 产生 于 一 个 内 积 。 这 就 是 所 
谓 的 里 斯 (Riesz) 表示 定理 。 

定理 5.3 令 1 为 希 尔 伯 特 空间 有 HH 上 的 连续 线性 泛 卫 ， 则 存在 唯一 的 geH 
使 得 

对 所 有 feH,l(/)=(f,g),， 
而 且 ， 必 站 = 四 gl 。 
证 考虑 有 的 如 下 定义 的 子 空间 
Ss=1fe Hyl(fy=04s 

由 于 7 是 连续 的 ， 子 空间 5 称 为 1 的 零 空 间 ， 且 是 闭 的 。 关 $= 二 HH， 则 1==0 且 可 以 
取 g = 二 0。 否 则 ，S+ 是 非 平 凡 的 ， 且 可 以 选取 任何 he58: 使 满足 上 hl 二 1。 有 了 
即 可 确定 g 为 g==! (h)h。 于 是 ， 硅 令 这 = 有 hh-L(h)f,， 则 weS， 所 以 (u,h) 二 
0。 因 此 


0=(U(Dh -hlN (hh = (f(b hb} 

由 于 (有,h)= 二 1， 故 得 (有 ==(f,g)， 这 正 是 我 们 所 要 的 。 

在 这 里 我 们 作 以 下 注 记 ， 这 些 注 记 将 在 后 面 用 到 。 令 tH, 是 一 个 准 希 尔 伯 特 空 
间 ， 其 完备 化 是 互 。 假设 i, 是 H,。 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 即 对 所 有 fe Ho, |4(f) | 
Mf ， 则 如 可 被 延 拓 为 HH 上 的 有 界线 性 泛 函 1， 满足 对 所 有 feH,|1(f) | 三 Mf 
| 。 该 延 拓也 是 唯一 的 。 为 看 到 这 一 点 ， 人 们 仅 需 注意 到 只 要 向 量 1f,1 属 于 夯 ， 
且 当 nw 时 在 五 上 有 f 一 f/， 则 446(f)1 是 一 个 柯 西 列 。 因 此 可 以 定义 1 (f) 为 
lim lo (f,)o 所 断言 的 1 的 性 质 可 立即 验证 。( 该 结果 是 下 一 章 的 “ 延 拓 原理 ”一 一 
引 理 1. 3 的 特殊 情形 。) z 

5.2 伴随 

里 斯 表示 定理 的 第 一 个 应 用 是 确定 线性 变换 的 “伴随 ”的 存在 性 。 

命题 5.4 令 7 了: HH 为 有 界线 性 变换 ， 则 存在 唯一 的 有 上 的 有 界线 性 变换 


7 ”使 得 : 
(开放 Ta gs 
tid 


(Wm) (7 ” ) “一 了 ， 
满足 以 上 条 件 的 线性 算 子 7”: HH 称 为 7 的 伴随 。 
为 证 明 满 足 上 面 ( 1 ) 的 算 子 的 存在 性 ， 我 们 观察 对 每 个 固定 的 ge 及 ， 由 
= 
定义 的 线性 泛 函 1 二 1, 有 界 。 
的 确 ， 由 于 了 有 界 故 有 7 二 M fl; 因此 柯 西 - 施 瓦 次 不 等 式 缠 仿 
I | Tal BIA, 
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其 中 互 王 Mglls。 因 此， 里 斯 表现 定理 保证 了 存在 唯一 的 疡 E 互 光一 六 ， 使 得 
A=(f, ho 
于 是 我 们 定义 7"g = 二 hh， 且 注 意 到 伴随 7”: g 一 hh 是 线性 的 且 满 足 性 质 ( 1 )。 
上 1THI=7? | 可 由 ( 1) 与 引 理 5.1 得 到 ， 
LTI=sup! | (Tf,g) | :fl1, gl1ll 
=sup| | (f,7* ,g) | :fl1, gl!1) 
一 有 下。 
为 证 明 (了 得 )， 注意 到 对 所 有 了 和 g，(7Tf,g)= 二 (f，7T*g) 当 且 仅 当 对 所 有 也 和 
g，(7T*f,g) 二 (f/，Tg)， 通过 取 复 共 固 以 及 对 调 f 和 g 的 位 置 人 们 可 以 看 到 这 一 点 。 
在 这 里 我 们 给 出 奉 干 附加 注 记 。 
(a) 在 7 二 7* 的 特殊 情形 (我 们 说 了 是 对 称 的 ) ， 则 
171=supl | (Tf) | :17I=1。 (7) 
这 个 等 式 可 与 引 理 5.1 相 比 较 ， 后 者 对 任何 线性 算 子 都 成 立 。 为 建立 式 (7 ) ， 
令 村 = 二 sup| | (7,f) | :fl 二 11。 根 据 引 理 5.1 显然 有 M 科 ||17|。 反 过 来 , 若 j 
和 gg 属于 H， 则 人 们 有 以 下 的 容易 验证 的 “ 极 化 ”恒等式 


(7,8)=—7 | (T(f+g) f+teg)—(T(f=g8)s f=g8)+ 


i(T(f+ig) ,f+ig) -i(T(f=ig),f-ig)|。 
对 任意 he 有 HH, 量 (Th,h) 是 实 的 ， 因 为 7*==7T,， 所 以 (Th,h)=(h,7T*h)= 


一 


(h;Th) 二 (Th;h)。 于 是 


Re( Tf,8) = [Tf +8) ,f+8) -(7C-8) -8)]。 


现在 | (Th,h) | 志 MIhl ,因此 | Re( 7,g) [< 二 上 天 二 这 中 2 二 天 = 这 四 2 ， 
且 根 据 平行 四 边 形 法 则 式 (4) 有 
Re(21,s) sl2+ Nel?’]. 


故 若 | Al 和 1 且 1gl 入 1， 则 | Re(77,g) | 三 M。 一 般 的 ， 在 上 述 不 等 式 中 可 
以 用 e*g 代替 g 可 得 : 只 要 /| 二 1 且 上 gl 二 1, 则 | (7,g) | 三 M， 再 由 引 理 5.1 
得 出 171 入 W。 

(b) 车 7 和 38$ 是 万 到 其 自身 的 有 界线 性 变换 ， 则 它们 的 乘积 75 定义 为 
(5j0D= T7081 有 Ys 此 让 (759) 二 S"T*; 事实 上 (787 = 人 了) 二 (所有 
TB 

(c) 人 们 可 以 证 明 希 尔 伯 特 空间 上 的 有 界线 性 变换 与 它们 相伴 随 的 双 线 性 形 
式 的 自然 联系 。 首 先 假定 7 是 五 的 一 个 有 界 算 子 。 定 义 相 应 的 双 线 性 形式 B 为 

B(f,g)=( Tf,g), (8) 


SS 
138Y 


ee 


第 4 章 和 希 尔 伯 特 空间 简介 


其 中 B 关 于 f 线 性 ， 关 于 g 共 轧 线性。 根据 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 |B(f,e) | 所 邮 1 
1g1 ， 其 中 以 = 二 7 。 反 过 来 , 若 B 关 于 f 线 性， 关于 g 共 红 线性 且 满 足 | B(】， 
g) | 委 弄 外 lg ， 则 存在 唯一 的 线性 变换 使 得 式 (8) 成 立 ， 其 中 以 = Tl 。 这 
可 用 命题 5.4 的 论证 方法 证 明 ; 细节 留 给 读者 。 

5.3 例子 

前 面 已 经 给 出 希 尔 伯 特 空间 的 基本 理论 ， 我们 现在 偏离 一 下 主题 以 简要 拉 述 该 
理论 的 一 些 早期 发 展 的 背景 。 一 个 相当 有 趣 的 局 发 性 问题 是 研究 一 个 微分 算 子 了 的 
“特征 函数 展开 ”。 一 个 特别 的 情形 ， 即 产生 于 R 的 区 间 [a,b] 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 
( Sturm-Liouville) 算 子 的 特征 展开 ， 


中 
人 -g(x) Y 


其 中 4 是 给 定 的 实 值 函 数 。 问 题 是 用 特征 函数 p ( 即 那 些 满足 对 某 个 he R, L 
(89) 二 pw 的 函数 ) 来 展开 “任意 ”函数 。 这 个 问题 的 经 典 例子 是 傅 里 叶 级 数 ， 其 
中 也 一 由 /dx 定义 在 区 间 [ -n,m] 上， 以 指数 函数 e” 为 工 的 特征 函数 而 特征 值 
风 二 一 下 

在 严格 的 “正则 ”情形 ,通过 考虑 定义 在 己 ([a,5]) 上 的 相应 的 “积分 算 
3 

b 
TN (x)=| Kr) y) dy, 
它 具 有 性 质 : 对 适当 的 了 
ET 有 一 太 
从 而 关于 /上 的 问题 可 被 解决 。 

结果 表明 使 得 对 7 的 研究 可 行 的 一 个 关键 特征 是 它 具 有 的 某 种 紧 性 。 我 们 现 
在 转向 这 些 思想 的 定义 与 阐述 ， 首 先 给 出 希 尔 伯 特 空间 上 的 两 类 算 子 的 相关 说 明 ， 

无 穷 对 角 和 矩阵 

假设 1 gi17-1 是 万 的 一 个 正 交 基 ， 若 线性 变换 7: #8 一 有 满足 

T(g1) 二 Arpr， 其 中 对 所 有 上 ;Ae C， 则 称 7T 关 于 |p,1。 

一 般 的 ， 若 Tp 二 Ap， 则 非 零 元 素 p 称 为 7 的 以 和 A 为 特征 值 的 特征 向 量 ， 因 此 
上 面 的 w 是 了 的 特征 向 量 ， 数 A 是 相应 的 特征 值 。 


因此 ， 夺 ff ~ 他 Pk 则 Tf ~ 2 An 5 

其 中 ， 序 列 1A, 称 为 对 应 于 了 的 乘 子 序列 。 

在 这 种 情形 ， 人 们 容易 验证 以 下 事实 : 

e | 了 | 一 supk|Ax |。 

eT" 对 应 于 序列 1Ax+ ; 因此 7 二 7* 当 且 仅 当 A 是 实 的 。 
eT 是 西 的 当 且 仅 当 对 所 有 | A |=1。 
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e 7 是 一 个 正 交 投影 当 且 仅 当 对 所 有 上 ,A = 二 0 或 1。 
作为 一 个 特别 的 例子 ,考虑 是 = 二 记 ([ -T,T])， 且 假定 每 个 fe 大 ([ =-T， 
Tj]) 可 通过 周期 化 延 折 至 R， 使 得 对 所 有 x eR, f(x+27) 二 f(x)。 对 keZ, 令 gi 
(xz) 一 e“。 对 于 一 个 固定 的 六 ER 由 
U,(f)(x)= f(x+h) 
定义 的 算 子 U, 是 本 的， 且 A = 二 e”。 因 此 ， 


若 f py die , 则 Wl, CA 注 GA 
k= k=-%w 


积分 算 子 和 和希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 
今 且 二 局 (R')。 若 当 feL(R*)， 可 以 通过 公式 


r(x) 一 | K(x yf) dy feL(R") 
Rd 


定义 算 子 7; HH， 则 称 算 子 7 是 一 个 积分 算 子 ， 而 kK 是 它 相 应 的 核 。 

事实 上 ， 正 是 关于 这 些 算 子 的 可 着 性 问题 ， 更 为 确切 地 说 ， 是 对 给 定 的 g， 方 
程 /- 1 一 g 的 可 解 性 问题 ， 激 发 了 人 们 对 希 尔 伯 特 空间 的 研究 。 这 些 方程 当时 称 
为 “积分 方程 ”。 

一 般 有 界线 性 变换 不 能 表示 为 (绝对 收敛 ) 的 积分 算 子 。 然 而 ， 有 一 类 具有 
属于 三 (R xR") 的 核 上 的 有 趣 算 子 : 希 尔 伯 特 - 施 密 特 ( Hilbert-Schmidt) 算 
子 . 该 类 算 子 具有 上 述 性 质 以 及 其 他 一 些 有 价值 的 性 质 。 

命题 5.5 今 7 为 广 (R") 上 具有 核 K 的 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 。 

(i ) 若 feL(R”)， 则 对 几乎 每 个 x， 函 数 y 一 K(x,y)f(y) 可 积 。 

( 这) 算 子 7 是 从 2(R*) 到 其 自身 的 有 界 算 子 ， 且 满足 

上 FI KY arRsxRay ， 
其 中 KK egsxg 是 K 在 R xR“ 一 R “上 的 己 范 数 。 

(让 ) 伴随 7* 具有 核 KCy,zx) 

证 根据 Fubini 定理 可 知 对 几乎 每 个 zx， 函数 ?一 |K(x,y) | 可 积 。 则 应 用 柯 
西 - 施 瓦 茨 不 等 式 可 直接 得 到 〈i )。 

对 于 (站)， 再 根据 柯 西 - 施 瓦 获 不等式， 有 
Jr) ay | <f | Kx) Ion 

因此 ， 将 上 式 平方 并 对 x 积分 得 到 

os < KE) | ayf (169) | day) ds = KN Dm fla 

最 后 ， 将 (Tf,g) 写 为 双重 积分 ， 因 为 Fubini 定理 允许 交换 积分 的 次 序 ， 这 就 
得 到 〔( 诞 ) 部 分 。 

对 希 尔 伯 特 空间 (EE)， 其 中 6 是 R* 的 可 测 子 集 ， 可 类 似 地 定义 希 尔 伯 特 - 施 


: 2 
dy) 7 5 


dy<(| | K(x) 


ay) (| Er) 


ue: 
2 
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密 特 算 子 。 在 这 种 情形 类 似 于 命题 5.5 的 结论 也 成 立 。 我 们 将 它 的 叙述 与 证 明 留 给 
读者 。 

希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 具 有 另外 一 个 重要 性 质 : 它们 是 紧 的 。 下 面 将 更 详细 地 
讨论 这 一 特性 。 
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我 们 将 用 到 希 尔 伯 特 空间 有 中 列 紧 的 概念 : 对 于 集合 XCH， 夺 中 的 每 个 序 
列 |f| 存在 子 列 |f,1 依 范 数 收敛 到 站 中 的 元 素 ， 则 称 和 是 紧 的 ， 

合 厅 表 示 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， B 表示 # 的 闭 单 位 球 ， 

=|lfelH:||f|1|。 

wa 结果 是 ， 在 有 限 维 欧 几 里 得 空间 中 ,一 个 闭 有 界 集 是 紧 
的 。 然 而 ， 这 个 绪 果 在 无 穷 维 情形 不 成 立 。 事 实 上 在 这 种 情形 单位 球 虽 然 是 闭 的 且 
有 神 ， li 为 看 到 这 一 点 ， 考 虑 序列 1|f,1= 二 1e,|}， 其中。, 规范 正 交 。 根 
据 勾 股 定理 , 若 n#m， 则 |e, -e, | 一 2， 因此 | 。 | 不 存 在 收 伍 的 子 列 . 

在 无 穷 维 的 情形 对 于 线性 算 子 了: 万 一 厅 ， 硬 

7(B) 二 |geH:g 二 7f, 对 茶 个 feB| 

的 团 包 是 一 个 紧 集 ， 则 称 了 是 紧 的 。 等 价 地 ， 一 个 算 子 了 是 紧 的 ， 春 只 要 | 是 
H 的 有 界 序 列 ， 则 存在 子 列 |f, | 使 得 Tf 收 代 。 注 意 到 一 个 紧 算 子 上 自然 是 有 界 的 。 

注意 到 我 们 已 经 说 过 ， 一 个 线性 变换 一 般 不 是 紧 的 (例如 恒 同 算 子 !)。 然 而 ， 
若 了 是 有 限 秩 的 ， 这 意味 着 它 的 值 域 是 有 限 维 的 ， 则 它 自 然 是 紧 的 。 An 
于 紧 算 子 可 以 得 到 与 《有 限 维 ) 线性 代数 中 通常 的 定理 最 为 接近 的 类 似 结论 。 
下 命题 给 出 了 紧 算 子 的 一 些 相 关 的 分 析 性 质 。 

命题 6.1 假定 7 是 五 上 的 有 界线 性 算 子 。 

(1i) 看 S 在 三 上 是 又 的 , 则 ST7 和 7S 也 是 紧 的 。 

(下 ) 铬 17,1 是 满足 当 n 趋 回 无 穷 时 7, = 了 | 一 0 的 紧 线 性 算 子 ， 则 了 是 
紧 的 。 

( 放 ) 反 过 来 ,， 奇 7T 是 紧 的 ， 则 存在 有 限 秩 的 算 子 列 |7T,1 使 得 | 到 -了 | 一 0。 

() 了 是 紧 的 当 且 和 仅 当 7" 是 紧 的 。 

证 ( 1) 可 立即 得 到 。 对 于 (ij ) 运用 对 角 化 方法 进行 证 明 。 假定 ifh1 是 有 8H 
的 有 界 序 列 。 由 于 7 是 紧 的 ， 可 以 抽出 ih1 的 一 个 子 列 | 有 i411x1 使 得 Ti( 有 i ) 收 
伍 。 从 | 有 i 可 以 找到 一 个 子 列 { 有 hE=1 使 得 7,( 记 pi) 收敛 ， 以 此 类 推 。 厦 令 gi 二 
fr， 则 17T(gi)1 是 一 个 柯 西 列 。 故 有 
UB = | B= (| B= = 
(g1) | 。 

由 于 |‖7= 了 1 一 0 且 |g41 是 有 界 的 ， 故 对 某 个 独立 于 上 和 1 的 充分 大 的 m， 能 使 


6 紧 算 子 


得 第 一 项 与 最 后 一 项 都 <sX3。 对 这 个 固定 的 元， 我 们 注意 到 ， 根 据 我 们 的 构造 方法 ， 
为 证 明 (1 ) ， 令 fe 坟 -为 I 的 一 个 基 ， 目 令 W， 为 在 由 er ,天 过 元 张 成 的 子 空 


间 上 的 正 交 投影 。 则 显然 只 要 g ~ 》 aekr ， 就 有 Q@,(E) ~ > ws Bk 5 EL 1 
=:1 YY 


w 时 0,g ?是 一 个 趋向 于 0 的 递减 序列 。 我 们 断言 当 mr 一 om 时 ，| 0.71 一 0。 
若 不 是 这 样 ， 存 在 < 二 0 使 得 10,71 三 c， 因 此 对 每 个 款 可 以 找到 户 满足 1 781 三 
1 使 得 | Q,71 | 三 c。 现 在 根据 7 的 紧 性 ， 选 取 一 个 适当 的 子 序 列 1f, | ， 使 得 对 某 
个 g，7Tf, = 二 gs 但 Q, (8) 三 ,7 -QU -ss 因此 对 大 的 有 Qs (8) | 产 
c/2。 这 个 矛盾 表明 | 0,71 一 0。 因 此 ， 若 P, 是 由 ei ,… ,es 张 成 的 有 限 维 子 空间 
的 补 投影 ，1= 二 P+0,， 则 QT 一 0 意味 着 P,T-=7| 一 0。 由 于 每 个 P,7 是 有 
限 秩 的 ， 这 就 完成 了 对 ( 道 ) 的 证 明 。 

最 后 ， 若 了 是 紧 的 , 则 1 P,7-71 一 0， 推 出 外 7 P -7 | 一 0, 且 显 然 T” 
P, 也 是 有 限 秩 。 因 此 为 证 明 最 后 结论 我 们 仅 需 要 借助 第 二 个 结论 。 

下 面 介绍 关于 紧 算 子 的 两 个 进一步 的 观察 ， 

。 若 7 关于 某 个 特征 值 |Aj | 的 特征 向 量 的 基 | gi | 可 被 对 角 化 ， 则 7 是 紧 的 当 
且 仅 当 | A | 一 0。 见 习题 25。 

e 每 个 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 是 紧 的 。 

为 证 明 第 二 点 ， 回 顾 记 (R") 上 的 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 ， 具 体 如 下 : 


TCD) (x) = K(x, )f(y)dy ,其 中 Kel (RxR’). 
若 {pi}Y_ 1 表示 已 (R4) 的 规范 正 交 基 ， 则 | gi(x)gi(y) 1 是 已 (R'xR") 的 规 
范 正 交 基 ; 习题 7 给 出 了 这 个 简单 事实 的 证 明 概要 。 作 为 一 个 结果 ， 

K(w,y)= Taupin) p19) ， 其 中 > an|’ <»。 
定义 算 子 : 


TA) Sk, 
则 每 个 7, 具有 有 限 维 的 值 域 ， 因 此 是 紧 的 。 此 外 ， 
当 mo 时 ，| 天 一 天 eraoxgo = 2 | 一 0。 


k=n 或 [( 宇 n 
由 命题 5.5, 上 7 一 7 中 过 KK | zrixr ， 因 此 借助 于 命题 6.1， 我 们 证 明了 
7 是 紧 的 。 
我 们 的 努力 所 达到 的 顶峰 是 对 紧 算 子 建立 无 穷 维 情形 的 对 角 化 定理 ， 该 定理 是 
线性 代数 中 熟知 的 关于 对 称 矩 阵 的 对 角 化 定理 的 推广 。 使 用 类 似 的 术语 ， 对 一 个 有 
界线 性 算 子 7T 硅 7 = 二 7T， 则 称 7 是 对 称 的 。| 这 些 算 子 也 称 为 和 目 共 固 算 子 或 “ 埃 尔 


K, (x,y)f(Y)dy, 其 中 K(x,y) 二 anpi(x)p1(y) ， 
Kl 1 


pc 
i 
3 


3 Sa 
142% 


ee 
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米 特 (Hermitian) 的 ”| 

定理 6.2 ( 谱 定 理 ) 假定 了 是 硕 尔 伯 特 空间 妃 上 的 紧 对 称 算 子 ， 则 存在 一 个 

由 7 的 特征 癌 量 组 成 的 五 的 (规范 正 交 ) 基 jeii 六。 此 外 ， 若 
T( 91)= Arpe, 
则 Xie 和 上 且 当 有 =w 时; 和 =0: 

反 过 来 ， 以 上 形式 的 每 个 算 子 是 紧 与 对 称 的 ， 

集合 ijAi:| 称 为 了 的 谱 。 

引 理 6.3 假定 7 了 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 石上 的 有 界 对 称 线性 算 子 。 

(1) 夺 入 是 7 的 特征 值 ， 则 A 是 实 的 。 

(1) 大 所 和 万 是 对 应 于 两 个 不 同 特征 值 的 特征 向 量 ， 则 六 与 正 交 。 

证 为 证 明 (1 ), 我 们 首先 选取 一 个 非 零 特征 向 量 / 使 得 7(/)==Af, 由 于 7 
是 对 称 的 ( 即 7==7*)， 故 有 

A P= DN)=(, T= A =AC,7), 
其 中 在 最 后 一 个 等 式 用 到 内 积 关 于 第 二 个 变量 是 共 罗 线性 的 事实 。 由 于 f 关 0， 则 有 
和 A =A 且 因此 和 AeR。 
对 于 (ii)， 假定 用 和 万 分别 具有 特征 值 A 和 A,。 根 据 先 前 的 论证 A， 和 A， 
都 是 实 的 ， 且 
Ai PP) 一 (AI 万 ) 
= 2] 
二 
=(f: ,A,fs) 
Nfi ,fide 
由 于 根据 假设 和 1 壮 A，， 所 以 有 (fi, 及 ) 二 0， 这 就 是 我 们 所 要 的 

对 于 下 一 个 引 理 ,注意 到 7 -Al 的 零 空间 的 每 个 非 零 元 素 是 特征 值 和 A 的 特征 
问 量 。 

引 理 6.4 假定 7 是 紧 的 ， 且 A0， 则 7-AJ 的 零 空 间 的 维 数 是 有 限 的 。 此 外 
7 的 特征 值 构 成 一 个 至 多 可 数 的 集合 和 ,…,A,,…， 其 中 当 有 一 w 时 ,A 一 0。 更 具 
体 地 ， 对 每 个 信之 0， 对 应 于 满足 | A | 二 的 特征 值 A, 的 特征 向 量 张 成 的 线性 空 
间 是 有 限 维 的 。 

证 令 太 表示 7-AT 的 零 空 间 ， 即 了 对 应 于 的 特征 空间 。 若 风 不 是 有 限 
维 的 , 则 有 中 存在 可 数 规范 正 交 序列 }p,}。 由 于 了 是 紧 的 ,存在 一 个 子 序列 
[po 上 使 得 7T(g, ) 收 僵 。 但 由 于 7T(gp, ) 一 Ao 上 且 入 关 0， 故 得 wo 收 伐 ， 这 与 看 不 天 
有 pe 一 qn 三 2 矛盾 。 

若 能 证 明 对 每 个 凡 >0， 仅 有 有 限 个 特征 值 其 绝对 值 大 于 内， 则 引 理 的 其 余部 
分 即 可 得 证 。 再 次 运用 反 证 法 。 假 定 有 无 穷 个 特征 值 其 绝对 值 大 于 由， 令 19prx| 为 相 
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应 的 特征 向 量 序列 。 由 于 特征 值 不 同 ， 由 先前 的 引 理 我 们 知道 18g;1 正 交 ， 规范 化 
后 ,我 们 可 以 假定 特征 向 量 是 规范 正 交 的 。 由 于 7 是 紧 的 ， 所 以 能 找到 子 序列 使 
得 7T(g,) 收敛 ， 且 由 于 
了 二 
事实 上 | 和，| 之 挛 ， 从 而 导致 了 矛盾 : 由 于 1oi+ 是 一 个 规范 正 交集 ， 因 此 
区 本 
引 理 6.5 假定 70 是 紧 的 和 对 称 的 ， 则 | 7 或 -中 7 是 7 的 特征 仁 。 
证 根据 式 (7) ， 或 者 
171 三 supl( 于 7: Lf 三 11 或 者 = T= (7: f=1}， 
我 们 假设 第 一 种 情形 ， 即 
= =upl (Ws FY = 
要 证 明和 A 是 7 的 一 个 特征 值 (其 余 情形 的 证 明 类 似 )。 
选取 序列 |f,1CH 使 得 上, 二 1 且 (174,f) 一 A。 由 于 7 了 是 紧 的 ， 改 可 以 假设 
17f,1 (和 阁 需 要 的 话 过 渡 到 1f,| 的 子 序列 ) 收敛 到 一 个 极限 ge H。 我 们 断言 g 是 
7 的 一 个 具有 特征 值 A 的 特征 向 量 。 为 看 到 这 一 点 ， 我们 首先 观察 到 7f, -Af 一 0， 
这 是 因为 


上 = 有 
< rN aA, ra 人 ‘143 


A 
由 于 71 一 g， 故 有 Af 一 5g5， 且 由 于 了 是 连续 的 ， 这 蕴含 A7f, 一 Tg。 这 就 证 明了 
Ag 二 Tg。 最 后 ,我 们 必须 有 g 关 0， 耕 则 ， 中 7,f 一 0， 因此 (74,f,) 一 0， 且 和 二 
17I 天 0， 而 这 是 一 个 矛盾 。 

我 们 现在 配备 了 证 明 谱 定理 的 必要 的 工具 , 令 $ 表 示 了 的 所 有 特征 回 量 张 成 的 
线性 空间 的 闭 包 。 根 据 引 理 6.5， 空间 $ 非 空 。 目 的 是 证 明 $= 二 了。 奢 不 然 ， 则 
由 于 

SEBs "= 二, (9) 
故 $+ 非 室 。 一 旦 证 明了 S+ 包 含 7 的 特征 向 量 ， 就 得 到 一 个 矛盾 。 首 先 ，7 遵循 分 
解 式 (9)。 换 言 之 ,根据 定义 , 若 feS5， 则 Te 5。 同 样 也 有 夺 geS-， 则 Tge€ 
Ss- 。 这 是 因为 7 是 对 称 的 并 将 5 映 到 其 和 目 身 ， 因 此 
只 要 geS8- 且 feS, 就 有 (Tg,f) 一 (g;7)==0 

现在 考虑 算 子 7 ， 根 据 定义 它 是 7 了 在 子 空 i 上 的 限制 。 闭 子 空间 5- 从 H 
承袭 了 和 硕 尔 伯 特 空间 的 结构 。 我 们 立刻 可 以 看 到 7 也 是 该 希 尔 但 特 空间 上 的 一 个 
紧 与 对 称 的 算 子 。 此 外 , 若 $ 非 空 ， 引 理 蕴 含 四 在 3$- 上 有 一 个 非 零 的 特征 向 量 。 
该 特征 向 量 显然 也 是 了 的 一 个 特征 向 量 ， 因 此 就 得 到 了 一 个 矛盾 。 这 就 完成 了 谱 
定理 的 证 明 。 


YS hy 


vv 
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我 们 依次 给 出 定理 6.2 的 一 些 评论 。 大 在 它 的 陈述 中 去 拯 两 个 假设 中 的 一 个 
( 紧 性 或 了 的 对 称 性 ) ， 则 了 可 能 没有 特征 向 量 。( 见 习题 32 与 习题 33。) 然而 ， 奋 
7 是 一 般 的 有 界线 性 变换 且 是 对 称 的 ， 则 谱 定 理 适当 推广 后 对 它 成 立 。 这 个 推广 的 
谱 定 理 的 叙述 与 证 明 需 要 后 面 第 6 章 的 一 些 深 入 的 思想 。 


7 习题 


1. 证 明 在 希 尔 伯 特 空间 的 定义 中 的 性 质 ( i ) 和 性 质 (ii) 蕴含 性 质 (iv ) : 
柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 | (f,g) | 科 几 AINg1 与 三 角 不 等 式 外 A+g1 和 AL + gl。 

【提示 : 对 第 一 个 不 等 式 ， 考 虑 (/+Ag,f+Ag) 作 为 A 的 正二 次 函数 。 对 于 第 
二 个 不 等 式 , 将 上 f+g | 上” 写 为 (f+g,f+g)。】 

2. 在 柯 西 - 施 瓦 蒋 不等式 中 等 号 成 立 的 情形 我 们 有 以 下 的 结论 : 若 | (/,g) |= 
.ANg 1 且 g 关 0， 则 对 于 某 个 数 C 使 得 f= cg。 

【提示 : 假设 上 f= 二 lg 二 1 有 是 (f,g)= 二 1, 则 f-g 与 g 正 交 ,而 [=f-g+g。 
因此 | = 上 -el ”+ lgl*。】 

3. 注意 到 希 尔 伯 特 空间 HH 的 任何 一 对 元 素 都 有 f+g = 上 AI + gl” + 
2Re(f,g)s 作为 一 个 结果 ， 验 证 等 式 上 f+gl + f=gll 二 2( 7 * gl》 

4. 用 定义 证 明 己 (Z) 完备 且 可 分 。 

5. 建立 太 (R”) 与 41(R") 之 间 的 以 下 关系 : 

(a) 包含 关系 互 (R")CL (R") 与 (R")CL(R”) 都 不 成 立 。 

(b) 车 f 支撑 在 有 限 测度 的 集合 上 ， 且 fe(R”)， 运用 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 
式 于 Ws 得 feLtR’), 有 目 

| fla) mE |fl ne : 
(Ce) 著 有 和 办 (上 Nx) 有 1jo 且 feD(R ) 则 feCR*)Y 县 
I peeye MF sme 

【提示 : 对 于 (a) 考虑 当 |x| 志 1 或 |x| 二 1 时 的 函数 /(x)= |x|-"。】 

6. 证 明 以 下 函数 集 是 让 (R") 的 稠密 子 空间 。 

(a) 简单 子 数 。 

(b) 紧 文 撑 的 连续 因数 。 

7. 假定 p17 是 忆 (R*) 的 一 个 规范 正 交 基 。 证明 函 数 簇 | jj， 其 
中 pij(x,7) 二 pi(x)pj(y) 是 已 (R" xR") 的 规范 正 交 基 。 

【提示 : 首先 ， 用 Fubini 定理 验证 |g4 ;| 是正 交 的 。 接 着 ,对 每 个 j 考虑 F(x) = 


[rl gi(y) dy 。 若 假定 对 所 有 j( ,pi ,) 二 0， 则 区 全 p(w)dx=0 。) 


8. 令 7(!) 为 [a,b] 上 的 固定 的 严格 正 连 续 函 数 。 定 义 ,二 上 (la,b],n) 为 
[a,b] 上 的 使 得 


b 
| Ko nd< oe 
的 所 有 可 测 函 数 所 成 空间 。 定 义 如 ,上 的 内 积 
b 
8)» =| RD el) nd 


(a) 证 明 也 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 且 映射 0: fm“%f 给 出 了 且 , 与 通常 的 空 
间 居 ([a,o]) 的 一 个 本 对 应 。 

(b) 将 以 上 结论 推广 到 了 不必 连 续 的 情形 。 

9. 今 Hl = 二 0([ -7,7]) 为 单位 贺 上 的 函数 F(e*) 所 成 的 希 尔 伯 特 空间 ， 它 具 
有 内 积 (F,6)==; 二 | F(e*)C(e”)d9。 令 为 空间 成 (R")。 利 用 恨 到 单位 圆 的 


映射 


证 明 : 
四 ] 1—X 
fx) pd et 


则 给 出 了 一 个 从 Hi 到 ,的 西 映 射 。 
(b) 作为 一 个 结果 ， 
1 /i=x\"” 1 
(za (a) En] 


是 三 (R“) 的 一 个 规范 正 交 基 。 

10. 邻 5 表示 希 尔 伯 特 空间 有 HH 的 一 个 子 空间 。 证 明 (S+): 是 有 的 包含 5 的 最 
小 闭 子 空间 。 

11. 今 P 为 对 应 于 希 尔 伯 特 空间 五 的 闭 子 空 间 5 的 正 交 投影 ， 即 

若 feS,P(/)= 一 fi 若 fe 5 ,P(f)==0。 

(a) 证 明 P?=PHEHP*=P。 

(b) 反 过 来 ,车 P 是 任何 满足 PP =P 与 P*==P 的 有 界 算 子 , 证 明 P 是 关 
于 有 H 的 某 个 闭 子 空间 的 正 交 投影 。 

(c) 利用 P, 证 明 若 $ 是 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 的 闭 子 空间 ， 则 $ 也 是 一 个 可 分 
的 希 尔 伯 特 空间 。 

12. 令 瑟 为 R 的 可 测 子 集 ， 且 假定 S 是 妃 (R“) 中 的 对 a. e. x gE 都 等 于 零 的 
函数 构成 的 子 空间 。 证 明 $ 上 的 正 交 投影 P 了 由 P(/)==xgpf 给 出 ， 其 中 xs 是 8 的 特 
征 函 数 。 

13. 假定 P| 和 P; 分别 是 S 上 与 S$, 上 的 正 交 投影 ， 则 PP 是 正 交 投影 当 且 
仅 当 P 和 忆 可 交换 ， 即 PiP; = P,Pi。 在 这 种 情形 ，P1P, 是 Si 门 S 上 的 投影 。 


NN 三 一 0 
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14. 假定 吾 和 ' 是 准 希 尔 但 特 空间 Hs 的 两 个 完备 化 。 证明 存在 从 所 到 兢 的 西 
映射， 它 在 夯 上 是 恒 同 映射 。 

【 提示: 硅 feH， 选 取 Ho, 中 的 柯 西 列 1f,1 使 它 在 HH 上 收敛 于 f。 该 序列 也 收敛 
于 H' 中 的 元 素 。 映 射 广 > 了 给 出 了 所 要 的 西 映射 ,】 

15. 令 T 了 为 从 Hl 到 #1, 的 线性 变换 。 硅 假定 HI 是 有 限 维 的 , 则 了 目 然 有 界 。 
(在 不 假定 是 有 限 维 的 ， 则 这 个 结论 可 能 不 成 立 ; 见 下 面 的 问题 1 ,) 

16. 邻 扎 (z)=17(1 -2z)'. 

(a) 验证 在 单位 圆 盘 上 | Ps(z) | 科 e ， 但 limFo (7) 不 存在 。 


【提示 : 在 rl1 的 过 程 中 fo(r) 在 +1 之 间 无 穷 次 振荡 ( 指 的 是 Pi(r) 可 无 穷 
次 地 取 到 +1).]】 
(b) 令 1a,1 一 ,为 有 理 数 的 一 个 列举 ， 且 令 


F(z) = se Ys 
PE 
其 中 65 充分 小 。 证 明 只 要 0 一 ai limF( re") 就 不 存在 ， 因 此 下 在 单位 圆 的 一 个 笛 
密 点 集 上 没有 径 向 极限 。 
17. 如 下 所 述 ， 法 图 定理 可 被 推广 到 允许 点 趋向 大 区 域 的 边界 。 
对 于 每 个 0 二 ;三 1 和 单位 圆 上 的 点 zz， 考虑 区 域 卫 ,(z) 它 定义 为 包含 z 和 闭 圆 
盘 D,(0) 的 最 小 闭 凸 集 。 换 句 话说 ， 区域 三 (z) 由 连接 z 与 D,(0) 的 点 的 所 有 直线 
组 成 。 在 z 附 近 ， 区 域 ,(z) 看 起 来 像 一 个 三 角形 ， 如 图 2 所 示 。 
我 们 说 定义 在 开 单 位 圆 盘 的 涵 数 有 一 个 非 切 向 极限 ， 夺 对 每 个 0 二 ;二 1 
极限 
lim FF(w) 


存在 的 话 。 

证 明 硅 在 开 圆 盘 上 全 纯 且 有 界 ， 则 在 单位 圆 的 几乎 每 个 点 有 非 切 向 极限 。 

【 提示: 证 明 函 数 了 的 泊 松 积分 在 f 的 勒 幢 格 集 的 每 一 点 有 非 切 向 极限 ,]】 

18. 仿 玉 表示 一 个 希 尔 伯 特 空 间 ,，L(H) 为 H 上 的 所 有 有 界线 性 算 子 组 成 的 向 
量 空 间 。 给 定 7TeL(H)， 定义 算 子 范 数 为 

1 7 =infiB: Tw|| 志 Bw ,对 所 有 ve Hl。 
(a) 证 明 只 要 Ti,T,eL(H), 训 有 T+Ty 寺 T+。 
(b) 证 明 
d( 村 , 5) 一 | -4 | 

定义 了 一 个 L(H) 上 的 度量 ， 

(c) 证 明 在 度量 d 下 元 (万 ) 是 完备 的 。 

19. 备 了 是 布尔 们 特 空间 上 的 一 个 线性 算 子 ,证 明 


上 78” 运作 天 7|=1 TI = 7 7 

20. 假定 五 是 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 。 我 们 已 经 
看 到 了 右 中 如 下 厚 列 1f,| 的 例子 : 满足 对 所 有 mm， 
If 二 1, 但 1f,1 没有 在 五 中 收敛 的 子 列 。 然 
而 ， 对 任何 五 中 的 满足 对 所 有 nn， 中 让 = 二 1 的 序列 
1, 存 在 Je 万 和 子 列 |f, | 使 得 对 所 有 ge 
入 ,有 

lim (fa 8)=(f,8) 

我 们 称 1f;; ， 能 收敛 于 大 图 2 ”区域 太 (z) 

【提示 : 让 gg 取 遍 甩 的 一 个 基 ， 用 对 角 化 方法 
论证 。 -接着 可 以 通过 给 出 了 关于 所 选 的 基 的 级 数 展开 来 定义 广 ]】 

21. 存在 着 多 种 意义 下 的 有 界 算 子 序列 17, 收敛 到 有 界 算 子 了 7 (在 一 个 希 尔 伯 
寺 空间 上 )。 首先 ， 依 范 数 收 化 ， 即 当 n 王 ww 时， 7, -Tl 一 0。 其 次 ， 是 弱 一 点 
的 收 化 ， 它 碰巧 被 称 为 强 收 人 钱 ， 要 求 当 "一 oz 时 ， 对 每 个 向 量 fe 有，7,/ 一 7f。 最 后 ， 
是 弱 收 敛 〈 也 见习 题 20)， 要 求 对 每 对 问 量 f,geH, (Tf,g)—(7Tf,g)。 

(a) 用 例子 证 明 弱 收敛 不 能 推出 强 收 人 钱 ， 且 强 收 敛 不 能 推出 依 范 数 收敛 。 

(b) 证 明 对 任何 有 界 算 子 7， 存在 有 限 秩 的 有 界 算 子 序列 {7T,} 使 得 当 nx 一 o 时 
在 强 收 化 意 义 下 了 一 了 

22, 硅 对 所 有 fe HH, 7 二 中 /1 则 算 子 7 了 称 为 等 距 的 。 

(a) 证 明 夺 7 了 是 一 个 等 距 ， 则 对 每 个 f,g eH，(7f,7Tg)==(f,g)。 作 为 一 个 结 
果 ,， 证 明 7 7 一 了 

(b) 知 了 是 一 个 等 距 上 且 了 是 满 射 ， 则 了 是 西 的 且 77 一 1 

(ec) 给 出 一 个 等 距 但 不 是 西 的 例子 。 

(d) 证 明 者 六 了 是 本 的， 则 了 是 一 个 等 距 。 

【 提示: 利用 事实 (Tf,T)==(f,f)， 用 /fz+g 和 f+tig 代替 广 ]】 

23. 假定 1 7 | 是 希 尔 伯 特 空间 用 上 的 有 界 算 子 的 集合 ， 同 时 假定 对 所 及 ， 
1 和 1。 也 假定 对 所 有 开关) 


RY 
八 
< 
\ 
Sy= 3 Wi, 


= = 六 

证 明 当 N 一 w 时 ， 对 每 个 fe ,Sy(f) 收敛 。 车 T(7f) 表示 该 极限 ， 证 
明生 

下 面 的 问题 8* 给 出 了 上 述 结论 的 一 个 推广 。 

【提示 : 首先 考虑 仅 有 有 限 多 个 四 非 零 的 情形 ， 且 注意 到 7, 的 值 域 相互 
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正 交 。】 
24. 令 | el 为 希 尔 们 特 空间 豆 的 规范 正 交 集 。 者 fc 是 一 个 正 实 数 序列 
使 得 了 ci 二 w ， 则 集合 


_ 
4 一 | akei: |ai |< ol 
下 二 


在 瓦 中 是 紧 的 。 

25, 假定 7 是 一 个 有 界 算 子 关 于 茜 | p41 对 角 ， 满 足 Tg =Ak2r， 则 了 是 紧 的 当 
且 仅 当 Ai—0。 : 

【提示 : 若 和 A 一 0， 则 上 P,7-7T 一 0， 其 中 P, 是 由 pi ,ps，… ,9 张 成 的 子 空 
间 上 的 正 交 投影 。】 

26. 假定 w 是 R” 上 的 可 测 函 数 满足 对 a. e.x,0 二 w(x) 二 %w , 且 天 是 R “上 的 可 
测 函 数 满 足 : 


( i ) 对 几乎 每 个 xeR”, 上 ,| K(x,y) |w(y)dy 达 Aw(x), 且 


(让) 对 几乎 每 个 yeR”, [| K(x,y) | w(x)dx < Aw(y) 。 

证 明 如 下 定义 的 积分 算 子 : 
Tf(%) 一 | K(x)f(y) dy,x eR’ 

在 (R*) 上 有 界 并 满足 7 三 4。 

注意 作为 一 个 特殊 情形 ， 若 对 所 有 x, | | K(x,y) | dy 过 4 ， 且 对 所 有 y, | | K(x， 
y) |dx 志 4 , 则 TI 三 4。 

【提示 : 证 明 若 feL (R")， 则 

| KGz,y) f(y) [dy Aw(x) [| 1K(,) |f(7) | 2w(y) -dy]12。] 

27. 证 明 算 子 

tf Ms, 
T 多 村 有 

在 天 (0,o ) 上 有 界 且 范 数 外 71 科 1。 

【 提示 : 用 习题 26 ， 选取 适当 的 WwW。 】 

28. 假定 五 = (B)， 其 中 B 是 R” 的 单位 球 。 令 K(x,y) 为 BxB 上 的 满足 只 
要 x,yeB 则 对 某 个 a 记 0, | K(x,y) | 三 41x-y| 一 ** 的 可 测 函 数 。 定 义 


T(x) 一 | K(x ,9)/(7) dy 。 


(a) 证 明 7T 是 及 上 的 有 和 界 算 子 。 
(b) 证 明了 是 紧 的 。 


(ce) 注意 了 是 和 硕 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 当 且 仅 当 @ > d/2。 


K(x, -yy| 宇 1/n, 
[提示 : 对 于 (b)， 考虑 与 截断 核 K(x， n=l, a , Ee ”相应 的 


算 子 证 明 每 个 了 是 紧 的 ， 且 当 mo 时 ，| 7 -7 一 0。】 
. 令 了 为 硕 尔 伯 特 空间 厅 上 的 紧 算 子 ， 且 假设 和 关 0。 
和 ) 证 明 由 
zeHse =(AT = 了) 六 对 村 个 ET 
定义 的 A1-7 的 值 域 是 闭 的 。 
【提示 : 假定 gj 一 g， 其 中 g; = 二 (和 -7)f。 令 WV 表示 7 了 对 应 于 入 的 特征 空间 ， 
即 A1 -7 的 核 。 为 什么 人 们 可 以 假定 fe Vi ”在 此 假设 下 证 明 1f| 是 一 个 有 界 
序列 。】 
(b) 通过 例子 证 明 当 从 = 三 0 时， 上述 结论 不 成 立 。 
(c) 证 明 A1 -7 的 值 域 是 整个 了 当 且 仅 当 A1-7* 的 零 空间 是 平凡 的 。 
30. 令 万 一 广 ([ -m,n])， 其 中 [ -m,n] 可 等 同 于 单位 圆 。 固定 一 个 有 界 复 
数 序列 1A zz 。， 且 定义 算 子 1 为 


+%m 


二 f(x) ~ py a, Ep 时 ,7AFxz) ~ A,a,e ee 


= 一 i 二 一 0 


这 样 的 算 子 称 为 人 埔里 叶 乘 子 算 子 ， 序 列 1A,1 称 为 乘 子 序列 。 

(a) 证 明 7 是 日 上 的 有 界 算 子 且 外 了 | =sup。| A, |。 

(b) 验证 7 了 与 平移 可 交换 ， 即 大 7i(x) 二 f(x 一 h)， 则 对 每 个 heR, Te。7, 一 
ra 

(ec) 反 过 来 , 证 明 奉 了 是 任何 瓦 上 的 与 平移 可 交换 的 有 界 算 于 ， 则 了 是 傅 里 
叶 乘 子 算 子 。 

【提示 : 考虑 T(e™),】 

31. 考虑 定义 在 [( -T,T)j] 上 的 锯齿 函数 


Kl(w)=i(sgn(x) r=w)S, 


且 将 之 延 拓 为 R 上 的 周期 为 27 的 函数 。 假 定 fJeL([ -T,T]) 被 延 拓 为 R 上 的 
周期 为 2r 的 消 数 ， 且 定义 


T(x) 一 | K(x -7)7y)dy 


] 条 
= | Ken)dys 


加 符号 sgn(x) 表示 符号 函数 : 奇 x 是正 的 它 取 1， 关 * 是 负 的 它 取 -1, 着 * 二 0 它 等 于 0。 
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(a) 证 明 F(x) 二 T(x) 绝 对 连续 ， 目 若 | f(y) d=0, 则 F(x)=if(x)a.e,w, 


(b) 证 明 映 射 / 王 Y 在 L([ -mw,m]) 上 是 紧 的 和 对 称 的 
(ec) 证 明 : gp(%)eL([L -7m,m]) 是 7 的 一 个 特征 函数 当 且 仅 当 (在 相差 一 个 


ew ， 特 征 值 为 一 (对 某 个 整数 m0) 


1， 特征 值 为 0 
(d) 作为 一 个 结果 , 证 明 |e 1 7 是 天 ([ -7,7]) 的 规范 正 交 基 ， 
注意 : 在 书 工 第 2 章 习 题 8， 已 证 明了 天 的 全 里 叶 级 数 是 


_ 


K(x) ~ > 


zs0 及 
32. 考虑 算 子 7T; ([0,1]) 一 L([0,1]), 它 定义 为 
T(f) (1)= (4) 
(a) 证 明了 是 一 个 满足 7 一? 的 有 界线 性 算 子 ， 但 7 了 不 是 紧 的 。 
(b) 证 明了 没有 特征 向 量 。 
33. 令 且 为 具有 基 | gi17_1 的 希 尔 伯 特 空间 。 验 证 如 下 定义 的 算 子 7 


数 因 于 的 情况 下)e() | 


| 
12) Pt +1 


ssxsy ”是 紧 的 , 但 没有 特征 向 量 。 
so 34. 令 天 为 实 对 称 的 硕 尔 伯 特 - 施 密 特 核 ， 则 如 同 我 们 看 到 的 ， 以 有 为 核 的 算 
子 了 是 紧 的 上 且 对 称 的 。 令 1po (x)| 为 对 角 化 7 的 (具有 特征 值 A;) 特征 向 
量 ， 则 : 
(a) > ,| 入 | <% 
(b) 核 开 在 基 1p,(x)wp,(y)1 的 展开 为 K(x,yY) ~ Ay@pi(x)pi(y) 
(ec) 假定 7 是 紧 的 对 称 算 子 ， 则 TT 是 希 尔 伯 特 - 施 密 特 型 的 当 且 仅 当 
》 14; 1? 过 %w ,其 中 1X, | 是 按 重 数 计算 的 7 的 特征 值 。 


35. 令 五 为 希 尔 伯 特 空间 。 证 明 以 下 谱 定 理 的 变 体 ， 

(a) 车 TI 和 是 女 上 的 两 个 交换 的 线性 对 称 与 紧 算 子 ( 即 77 = 7,7)， 
证 明 它 们 能 同时 被 对 角 化 。 换 言 之 ,存在 着 由 7 了 和 7 的 共同 的 特征 癌 量 组 成 的 4 
的 规范 正 交 基 。 

(b) 五 上 的 线性 算 子 7 阁 满 足 77* = 二 7”*T， 则 称 为 正规 的 。 证 明和 阁 7 了 正规 且 
是 紧 的 ， 则 了 可 对 角 化 。 

【提示 : 将 了 写 为 了 =mi +i7T,， 其 中 7 和 7 是 对 称 、 紧 和 可 交换 的 。] 

(6) 若 U 是 西 的 ， 且 U=AI-7T,， 其 中 7 是 紧 的 ， 则 如 可 对 角 化 。 


8 问题 
1. 令 万 为 无 穷 维 的 希 尔 伯 特 空间 。 存 在 定义 在 刀 上 的 不 是 有 界 的 〈 因 此 不 是 


8 问题 


连续 的 ) 线性 泛 顶 1 

【 提示: 用 选择 公理 (或 它 的 某 个 等 价 形式 ) 构造 H 的 代数 基 id 它 具 有 
性 质 : H 的 每 个 元 系 可 唯一 地 表示 为 je 的 元 素 的 有 限 线 性 组 合 。 选 取 可 数 集 族 
ie,1>_-1， 且 定义 1 为 满足 对 所 有 neN, l(e,)==nlle,|】 

2. 以 下 是 不 可 分 希 尔 伯 特 空间 的 一 个 例子 。 考虑 及 上 的 指数 函数 复 Ie*|， 
其 中 和 取 裔 实数 。 令 H, 表示 这 些 指数 另 数 的 有 限 线 性 组 合 所 成 的 空间 。 对 于 
gepo， 和 定义 内 积 为 


(es) =lim 57 fx) a g(x) dx. 


\ 


人 
(a) 证 明 极 限 存在 ; 且 若 f(x)= >》 ase g(x)= be， 则 
k=| Kk:=:| 
V 


(hE) Po, ba 

(b) 有 了 这 个 内 积 ，H, 是 一 个 准 希 尔 伯 特 空间 。 注 意 若 /eH,，|f 1 三 sup， 
[A(x)| ， 其 中 fi 表示 范 数 《f， 让。 令 且 为 加 的 完备 化 ， 则 H 是 不 可 分 的 。 
这 是 因为 车 入 关 A'， 则 ew 与 e** 规 范 正 交 。 

定义 在 R 上 的 连续 函数 车 它 是 有 中 元 素 (在 R 上 ) 的 一 致 极限 ， 则 称 为 15]] 
几乎 周期 的 。 这 样 的 函数 等 同 于 (有 的 ) 完备 化 可 的 ( 某 些 ) 元 素 : 我 们 有 收治 > 
HCAPCH， 其 中 4P 表示 几乎 周期 函数 。 

(c) 连续 函数 严 属 于 4P 当 且 仅 当 对 每 个 ae 二 0， 都 能 找到 长 度 二 = 已 使 得 任 
何 长 度 为 L 的 区 间 ICR 都 包含 一 个 “几乎 周期 ”7 满足 

sup | F(x+7)— F(x) | 二 es。 

(d) 下 属于 4P 当 且 仅 当 的 每 个 平移 序列 (x+h,) 包 含 一 个 一 致 收敛 的 
子 列 。 

3. 下 面 是 法 图 定理 的 一 个 直接 推广 : 车 u(re”*) 在 单位 圆 盘 上 调和 且 有 界 ， 则 
对 ae gb)limu(re”) 存 在 。 


2% | 2 
【提示 : 令 a, (7)=— | ure )e ™"d9， 则 ww (7r) 第 ai(r) -a, (7)=0, 
2T /0 7 2 


因此 as(7)==4。r"+B,r-",n 头 0， 作为 一 个 结果 ;u(re*) 二 了 asri"lem? 。 从 这 


Oe 3 的 证 明 那 样 继续 ,]】 
4 . 这 个 问题 给 出 了 不 具备 径 同 极限 几乎 处 处 存在 的 孙 数 的 一 些 例子 。 


〇 也 见 书 工 的 第 2 章 第 5 节 。 


1523 


SS 
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(a) 在 单位 圆周 的 几乎 每 一 个 点 ， 函 数 yz 没有 径 向 极限 ， 
n=0 


(b) 更 一 般 的 ,假定 F(z) 二 也 wz ， 则 着 避 | o | 一 = ， 则 在 几乎 每 一 个 


边界 点 函数 下 没有 径 向 极限 。 然 而 , 若 > |o | 二 w ， 则 FeH(D)， 从 定理 
3.3 的 证 明 中 我 们 知道 的 径 向 极限 确实 几乎 处 处 存在 。 
re 且 


本 一 log+| F(re®*) |dg 到 ao ， 
其 中 若 到 三 1，log 二 一 logu; 车 uw<1，log 1w 二 0。 则 对 几乎 每 个 6 极限 limF(re”) 
=» 
存在 。 


只 要 对 某 个 p 宇 0， 


ui up 3] | F(re®) | rd < az 


以 上 条 件 就 满足 (由 于 ez" 伍 叹 ，v 人 三 0) 。 满 足 后 面 这 个 条 件 的 函数 称 为 属于 哈代 
空间 (DD)。 
若 T 是 紧 的 ， 且 入 >0, 证 明 : 
(a) A1 -7 是 单 射 当 且 仅 当 A1-7* 是 单 射 。 
本 AM7- 了 是 单 射 当 且 仅 当 AM- 了 7 是 满 射 。 
结果 ， 即 熟知 的 弗 雷 德 霍 姆 (Fredholm) 择 一 定理 ， 常 常 与 习题 29 相 结合 。 
人 2(R') 上 的 恒 同 算 子 不 能 作为 一 个 (绝对 ) 收 化 的 积分 算 子 给 出 
mh 若 K(x,y) 是 Re x R" 上 的 可 测 函 数 ， 并 具有 性 质 : 对 每 个 fe 
(R") ， 积 分 TCD (x)= KC)/(y) dy 对 几乎 每 个 * 收敛 ， 则 对 某 个 户 7T(CP) 关 太 


【 提示 : 证 明 对 任何 一 对 R" 中 不 相交 的 球 有 B 和 B,， 有 K(x,y) 二 0,a.e. (xX, 
y) eB, xB,.] 
8 假定 17,| 是 希 尔 伯 特 空间 上 的 有 界 算 子 集 。 假 设 对 满足 > = 
o 的 正和 常数 1a,| 有 
1 TT Wa | Ti Ta or;, 
则 对 每 个 fs 万 ， 当 No 时 Sw(CP) 收 化 ， 其 中 Sy 二 7 。 此 外 ,7 二 Jim 5， 
-Ny *% 


满足 | 7 二 4。 
9. 以 下 讨论 一 类 正则 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 (Sturm-Liouville) 算 子 。 其 他 特殊 的 例 


8 问题 


子 由 下 面 的 问题 给 出 ， 
假定 [La ,oj 是 一 个 看 看 区 间 ， L 是 定义 在 那些 在 [a,b]」 二 次 连续 可 微 的 辑 
数 f 上 ( 记 feC ([a;b1)) 的 算 子 ， 


卫 六 二 二 == fg Ry 


这 里 函数 g 在 La,b] 上 连续 有 旦 实 值 ， 为 简单 起 见 我 们 假定 9g 非 负 。 大 上 (9)= 
4p， 则 称 geC*([a,b1) 是 二 以 到 为 特征 值 的 特征 函数 ， 在 w 满足 边界 条 件 p 
(4) 二 p(b) 二 0 的 假设 下 。 则 人 们 能 够 证 明 : 

(a) 特征 值 j 严格 非 负 ， 对 应 于 每 个 特征 值 的 特征 空间 是 一 维 的 。 

(b) 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 在 三 ([a,oj) 上 正 交 。 

(ec) 令 K(x,y) 为 如 下 定义 的 “格林 (Green) 核 ”。 选 取 Pp_(xz) 为 CUp_) 王 
0, pp_(a)= 二 0 但 9g_'(a) 关 0 的 一 A 类 似 地 ， 选 取 p; (x) 为 L(yp,)=0, 9， 
(4b)=0, 但 pg， (5) 关 0 的 一 个 解 。 令 ww 二 pg, (x)gp_(x) -pp_'(x)gpg; (x) 为 这 些 解 
的 “ 朗 斯 基 “(Wronskian)” 行 列 式 的 值 ， 且 注意 到 w 是 非 零 常数 。 

设 

$$ 
ni p+ (x)p-(y) 


1w 
则 如 
b 
1(f) (%) =| K(x,y)f(y)dy 
定义 的 算 子 了 是 一 个 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 ， 因 此 是 紧 的 。 它 也 是 对 称 的 。 此 外 ， 
只 要 了 在 [a,b] 上 连续 ,TY 属 于 C*([a,b]) 且 
L(7T/)=/f, 

(d) 作为 一 个 结果 ,7T 的 每 个 特征 向 量 (以 和 为 特征 值 ) 是 工 的 特征 问 量 
(特征 值 j= 二 1AA)。 因 此 定理 6.2 证 明了 产生 于 规范 化 上 的 特征 向 量 的 正 交 集 的 完 
备 性 。 | 

I0*. 定义 C*([ -1,1]) 上 的 算 子 上 为 

四 2 
a 
和 在 人 是 
WE 3 . 
pu(z)=| 十 | (1 = 六 1 

给 出 的 n 次 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 ， 则 Lp, 二 -n(n+1)g,。 

规范 化 o, 构成 万 ([ -1,1]) 的 规范 正 交 基 (也 见 书 工 第 3 章 问 题 2>， 其 中 9p， 
Eh Ys 


第 4 章 逢 尔 伯 特 空间 简介 


11* . 埃 尔 米 特 ( Hermite) 函数 hh, (x) 由 生成 等 式 
pa (x) EP) 
大 三 站 | z 
下) 它们 请 是 “种 ”本 “人 类 ” 等 式 ， 半 人 之 0 峙 ， [ji 一 w(*) 与 
(+ jh) = (x)， 其 中 月 _, (x)==0。 注意 到 加 (x)=e-*2, h(x)= 
2xe “全 ， 更 一 般 的 ， h(x)= P(x)e-* 人 2， 其 中 P, 是 次 数 为 的 多 项 式 。 
(b) 利用 (a) 人 们 可 以 看 到 hh 是 算 子 二 =-d 《dz +x? 的 特征 向 量 ， 满 足 
(后 ) 一 和 ji， 其 中 和 心 =26+1。 人 们 观察 到 这 些 六 数 相 互 正 交 。 由 于 
人 [下 (sz) ]?dz 一 本 22 人 1 一 ci 
我 们 可 以 规范 化 它们 以 得 到 规范 正 交 序列 1 及 上, 到 = 二 cr“h,。 该 序列 在 让 (R”) 
完备 ， 这 是 由 于 对 所 有 上 ,| Jidx 一 0 将 含 对 所 有 :ie C, | Ja)e adx 一 0 


H,(x)H,(y) 


(ce) 假设 K(x,y)=》 ,F(x)=70) (x)= | K(x pf) dy ， 
k=0 A R 


ray 
154’; i WE Sm 本 si 
sa: 则 了 是 一 个 对 称 的 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 ， 且 车 /~ 习 H， 则 FP- 了 和 
友 


k=0 让 三 们 
在 (a) 和 (hb) 的 基础 上 人 们 可 以 证 明 只 要 fe(R)， 则 不 仅 FeL(R)， 
而 且 x F(x)eL(R)。 此 外 ， 可 在 一 个 测度 为 零 的 集合 上 修正 斑 使 得 它 连 续 可 微 ， 
绝对 连续 ,上 且 WF"e (RR)。 最 后 ， 算 子 7 在 以 下 意义 是 上 的 道 ; 
对 每 个 fe R) LTCD= P=- +e F=f 
(可 参见 《 健 里 叶 分 析 》 第 5 章 问 题 7”,) 


第 S 昔 和希 尔 伯 特 空间 : 儿 个 例子 


机 
一 个 数学 家 和 一 个 物理 学 家 的 差 

有 < | ‘2 »\ 

' 别 是 什么 ? 就 是 : 对 一 个 数学 家 而 


言 ， 所 有 的 项 尔 伯 特 空 间 都 是 相同 
的 ， 然 而 ， 对 一 个 物理 学 家 来 说 ， 它 
们 的 不 同 实 现 才 是 真正 重要 的 。 

了 | 自 上 . Wigner, ca. 1960 


和 


PE 


页 尔 伯 特 空 间 出 现在 分 析 学 的 很 多 不 同 的 情形 中 ,尽管 众所周知 所 有 (无 限 
维 ) 布尔 们 特 空间 都 是 相同 的 ， 但 事实 上 ， 它 们 的 多 样 化 和 不 同 实 现 以 及 单独 应 
用 使 得 它们 在 数学 中 如 此 有 趣 。 我 们 将 通过 几 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

下 先 ， 我 们 考虑 帕 塞 瓦 尔 (Plancherel) 公式 和 所 导致 的 全 里 叶 变 换 的 西 性 。 
这 些 思想 与 复 分 析 的 相关 性 由 属于 哈代 空间 厅 的 一 个 半空 间 里 的 全 纯 函 数 的 研究 
加 以 强调 。 这 个 函数 空间 本 映 就 是 希 尔 伯 特 空间 的 男 一 个 有 趣 实现 。 这 里 的 考虑 类 
似 于 导致 天 于 单位 圆 盘 的 法 图 定理 的 思想 ， 但 是 涉及 更 多 性 质 。 

然后 ， 我 们 看 一 下 复 分 析 和 傅 里 叶 变换 如 何 结合 以 保证 常 系数 线性 偏 微分 方程 
解 的 存在 性 。 其 证 明 依赖 于 一 个 基本 的 二 估计 ， 它 一 旦 建立 便 能 被 简单 的 希 尔 伯 
特 空间 技巧 所 利用 。 

我 们 最 后 的 例子 是 狄 利克 雷 原 理 和 它 在 调和 函数 边 值 问题 的 应 用 。 这 里 出 现 的 
布尔 位 特 空间 由 狄 利 克 雷 积分 给 出 ， 并 且 解 可 借助 于 一 个 适当 的 正 交 投影 算 子 
表示 。 


1 L? 上 的 傅 里 叶 变 换 
R4 上 的 函数 7 的 传 里 叶 变 换 定义 为 

f(é)=[ f(r)e stds, (1) 
其 相应 的 道 变换 为 

xz) 一 [6)err dk。 (2) 


这 些 公式 已 经 多 次 出 现在 不 同 的 情形 中 ， 我 们 首先 考虑 ( 见 书 1) 限制 在 施 
瓦 效 类 S(R*) 中 的 函数 在 基本 框架 下 傅 里 叶 变 换 的 性 质 。5 类 由 光滑 (无 穷 可 


fF 


AS 


yy1SS 


筷 


bb bb 
> 
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B 
向) 函数 /组 成 ， 且 对 每 个 多 重 指标 a 入， 函数 xe [3] /在 R' 上 有 界 5 。 我 们 


知道 在 这 个 类 上 的 傅 里 叶 变 换 是 一 个 双 射 ， 即 反 演 公式 (2) 成 立 ， 此 外 我 们 有 由 
塞 瓦 尔 恒等式 


ha A Lu =|, Ka) | ?de (3) 


现在 转向 更 一 般 的 (特别 地 ， 不 连续 ) 函数 ， 我 们 注意 到 使 得 定义 /(&) 的 积 
分 (绝对 ) 收 敛 的 最 大 类 是 1(R") 空 间 ， 对 此 ， 我 们 在 第 2 章 看 到 -个 (相关 ) 反 演 
公 臣 有 碾 音 。 

除 这 些 特 别 的 事实 之 外 ， 我 们 想 要 在 更 一 般 的 情形 下 重建 对 5 类 成 立 的 /和 了 
之 间 的 对 称 性 。 这 就 是 希 尔 伯 特 空间 (RR") 的 特殊 作用 。 

2(R") 上 的 傅 里 叶 变 换 的 定义 为 其 在 5 上 的 定义 的 延 拓 。 为 此 ， 我 们 临时 采 
用 符号 mw 和 下 分 别 表示 S$ 上 的 傅 里 叶 变换 和 它 到 [2 的 延 拓 。 

我 们 证 明 的 主要 结果 如 下 。 

定理 1.1 最 初 定 义 在 SCR“) 上 的 傅 里 叶 变 换 fh ， 可 唯一 地 延 拓 为 (R") 到 
其 自身 的 一 个 西 映射 ,特别 地 ， 

| F(f) | ER 一 fll 12( RR") 


对 所 有 的 feL*(R") 成 立 。 
延 拓 下 将 通过 一 个 极限 过 程 给 出 : 若 17,) | 是 施 瓦 区 空间 中 收敛 于 fe 户 (R") 的 
函数 列 ， 则 Fo(f) 收 伍 于 世 (R") 中 的 一 个 元 素 ， 我们 把 该 元 素 定 义 为 的 傅 里 叶 变 
ise: 换 。 为 了 运用 该 方法 ,需要 证 明 每 个 /2 函数 都 能 够 被 施 瓦 蒋 空 间 中 的 元 素 通 近 。 
2 引 理 1.2 空间 SCR“ ) 在 大 (R) 中 稠密 ， 换 言 之 ， 给 定 任 何 JE 大 (RN)， 存 
在 函数 列 |f1CS(R") 使 得 当 n 一 w 时 ，|f-f. gi 一 0。 
为 证 明 该 引 理 ， 首 先 固定 Je 广 (R) 和 < 之 0。 接 着， 对 每 个 疏 二 0， 定义 
A(x) ,车 |x| 志 MM 且 |f(x) | 志 <， 
su(*) lo. 其 他 ， 
则 |f(x) -gm(x) | 夺 21F(x) |， 从 而 |f(x) -gy(x) | 过 4 |f(x)|*， 由 于 当 M 一 % 
时 ，gw (Xx) 一 A(x) 对 几乎 每 个 xx 成立 ， 控 制 收敛 定理 保证 了 对 某 个 允 ， 有 
[f=gu acRo< en 
记 &g 一 &r， 注 意 到 此 函数 是 有 界 的 且 支 撑 在 一 个 有 界 集 上 ， 故 只 需 证 g 可 
被 施 


B 


中 , , d WI od VA Ma 
OO 回顾 x = wx “id 和 | | 一 | 四 ) jr | . 共 中 二 (a ,oy ,QU 和 有 一 
有 


0 | 0 x A x 


(Bi ,B32 = aQ) 和 局 均 为 正 整 数 . c 的 阶 记 为 | ae |， 它 定义 为 Qi 了 


_1 起 上 的 传 里 叶 变换 


瓦 葡 空间 中 的 图 数 通 近 。 为 达到 这 一 目标 ， 采 用 正则 化 方法 ， 即 通过 g 与 它 的 一 个 
恒 同 逼近 作 卷 积 使 g 变 得 光滑 。 考 虑 R*” 上 具有 如 下 性 质 的 函数 g(x): 

(a) gp 是 光 请 的 〈 无 穷 可 微 ) 。 

(b) 9 文 撑 在 单位 球 内 。 

(c) 9 过 0。 


(d) 人 ex)ds 一 ]。 
例如 ， 取 
ce 1- (a, Iw| 志 1, 


?= 四 上 
其 中 选取 常数 c 使 得 (d) 成 立 。 
接 下 来 ,我 们 考虑 如 下 定义 的 恒 同 通 近 : 
K(x)=6 "p(x/6). 
关键 的 观察 是 g* kK; 属于 SC(R“ ) ， 这 个 卷 积 事实 上 关于 5 一 致 有 界 且 支撑 在 一 个 固 
定 的 有 界 集 上 (本 例 中 假设 5 过 1)。 的 确 ， 基 于 第 2 章 的 恒等式 (6) 有 


(g* Ks)(x) =|g(y) K(x -7)dy 一 |8(z -7y)Ka(y)dy, 


由 于 g 支撑 在 某 个 有 界 集 上 ， 且 Ks 在 半径 为 5 的 球 之 外 等 于 零 ， 函数 g * K 
支撑 在 某 个 与 5 无 关 的 固定 有 界 集 上 。 由 g 的 构造 知 它 是 有 界 的 ， 从 而 


|(g*K;)(x) [<|lecs — 7) IK(y)dy 


<sup |g(z) | [Ks(7) dy = sup |g(z) | ， 
zeRd :eRd 


这 表明 g * KK; 关于 6 一致 有 界 。 此 外 ， 由 上 面 g * Ks 的 第 一 个 积分 表示 ， 人 们 可 以 
在 积分 号 内 微分 以 得 到 gg *# Kk 是 光滑 的 ， 且 它 的 所 有 导数 都 支撑 在 某 个 固定 的 有 界 
集 上 、 

若 能 证 明 在 广 (R“) g# KK 收 化 于 g， 则 引 理 证 毕 。 由 第 3 章 的 定理 2.1 可 知 ， 
对 几乎 每 个 x， 当 50 时，|(g*K)(x) -g(x)| 一 0。 应 用 有 界 收敛 定理 〈( 见 第 
2 董 的 定理 1.4) 得 到 当 6 一 0 时 ， 

| (g* Ks) -gao 一 0。 
特别 地 ， 对 适当 的 5, (g*K)-g| I2( RE < 已， 从 而 f=g*K; | IARI < 28; 选 
择 趋 于 0 的 序列 给 出 所 需 的 序列 11 的 构造 。 

为 以 后 的 目的 ， 观 察 到 上 述 引 理 的 证 明 对 建立 下 列 论断 是 有 用 的 : 和 若 卫 属于 
A(R") 和 入 (R")， 则 存在 函数 列 |f,1, ,eS(R”), 使 得 jf1 在 4 范 数 和 世 
泛 数 下 都 收敛 于 上 

让 (R") 上 的 傅 里 叶 变 换 的 定义 结合 了 上 述 5 的 稠密 性 和 一 个 一 般 的 “ 延 拓 
原理 ” 


拆 人 下 
y¥157 
“es = 
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引 理 1.3 XH 和 Xt, 分 别 表示 范 数 为 ， | 和 省， 路 ; 的 希 尔 但 特 空间 。 假 
设 S 是 KH 的 一 个 稠密 子 空间 ，7T6: 5 一 H, 是 一 个 线性 变换 ,满足 70()| ,二 
cfl,!， 其 中 feS5， 则 7 可 以 延 拓 成 (唯一 ) 一 个 线性 变换 了 7: 1 一 ?ts ， 且 满足 
对 所 有 的 feH, 7T(D; 人 < | fs 

证 ”给 定 feKHi, 令 1f1 是 5 中 收 伍 于 f 的 函数 列 ， 定 义 

7(/)= lim To(,), 
其 中 极限 在 Tt, 中 取 。 为 证 明了 是 合理 定义 的 ， 我 们 必须 验证 该 极限 存在 ， 且 与 用 
于 副 近 了 f 的 函数 列 1f,1 无 关 。 事 实 上 ， 关 于 第 一 点 ， 注 意 到 17(f,)1 是 KH, 中 的 柯 
西 列 ， 因 为 由 || 的 构造 知 1f,1 是 1 中 的 柯 西 列 ， 由 已 验证 的 关于 7 的 不 等 式 
得 到 当 n，m 一 % 时 ， 
0() To) 和 5 -0 
从 而 17o (万 ) 1 是 7 中 的 柯 西 列 ， 因 此 在 ft 中 收敛 。 

其 次 ， 要 证 明 极 限 与 逼近 序列 无 关 ， 令 1g, | 为 另 一 个 S 中 的 收敛 于 7t 中 的 了 

的 函数 列 ， 则 

7okj) -To (ga) Ns ef — 8, 1, 
且 由 于 上 -8 上 二 [hf + |f-g, 1， 故 得 到 | To(g;)| 收 合 到 Hs 中 的 极 
限 等 于 170(f)| 的 极限 。 

最 后 ， 在 乒 一 1 上 且 2 站) 则 | | lal 1 且 | Ti (Ff ) | 办 | T(7)| ;, 因 
此 当 nw 时 取 极 限 ， 对 所 有 的 fe XH， 不 等 式 上 7(f) ;三 c fi 成立。 

在 当前 傅 里 叶 变 换 的 情形 下 ， 我 们 应 用 引 理 于 Tt = 二 KH; 一 广 (R) (赋予 广 范 
数 ) ，S=S (R' )， 以 及 罗 三 万 ,万 为 定义 在 施 瓦 茨 空间 上 的 傅 里 叶 变 换 。 根 据 
定义 ，L(R") 上 的 傅 里 叶 变 换 是 由 引 理 1.3 保证 的 瓦 到 关上 的 唯一 (有 界 ) 延 
拓 。 从 而 车 feL*(R") 且 14f,| 是 S(R") 中 任何 收 钱 于 f 的 函数 列 ( 即 当 n 一 w 时， 
1f-f wps 一 0)， 则 可 定义 f 的 傅 里 叶 变 换 为 

FL) 一 lim Folf,), (4) 
其 中 极限 在 忆 的 意义 下 取 。 显 然 ， 引 理 证 明 的 论证 过 程 表明 在 特殊 情况 下 延 拓 大 
仍然 满足 恒等式 (3 ) : 
| Ff cr = Nf pzcrs) ， 

大 在 天 上 是 可 逆 的 〈( 从 而 天 是 一 个 西 映射 ) ， 这 一 事实 也 是 S( R") 上 类 似 性 

质 的 结果 。 回 顾 在 施 瓦 茨 空间 上 ， 万 | 由 式 (2) 即 


ts) =) a 


且 满 足 恒 等 式 ‖ 太 '(g) 咱 :== 上 8 中。 因此 ， 类 似 于 前 面 的 讨论 ， 我们 可 以 通过 一 
个 极限 过 程 将 万 " 延 拓 到 2(R”)。 因 此 ， 给 定 fe 户 (R")， 选 择 施 瓦 获 空 间 里 的 
函数 列 1f 1 使 得 上 ff 12 一 0， 从 而 有 


2 关于 上 半 平 面 的 哈代 空间 


= = fh), 
且 取 当 守 趋向 无 穷 时 的 极限 ， 则 得 
/=F fF(f)= FF (N), 
从 而 大 是 可 道 的 。 定 理 1.1 证 毕 。 
依次 列举 一 些 备注 。 
( i ) 假设 /同时 属于 局 (R2) 和 己 (R4)， 傅 里 叶 变 换 的 两 个 定义 是 否 相 同 ? 
即 ， 是 否 有 F(f1)=f? 其 中 (7) 通 过 定理 1.1 中 的 极限 过 程 定义 而 广 由 收敛 的 积 


分 式 (1) 定义 。 为 证 明 事 实 的 确 如 此 ,可 以 用 5 中 的 序列 1f| 通 近 f， 使 得 [一 f 


在 L' 范 数 和 4 范 数 下 都 成 立 。 因 为 三 (f,)=f,， 过 渡 到 极限 给 出 所 要 的 结论 。 事 
实 上 ,万 (三 ) 在 亡 范 数 下 收 敏 于 天 (AP ， 因 此 存在 几乎 处 处 收 和 化 于 下 (人) 的 子 列 ， 
见 第 2 音 推论 2.3 关于 局 的 类 似 表述 。 此 外 ， 

sup | 大 CEY=FUENS 天 = 和 ay 

teR' 


~ 八 


因此 ,， 户 处 处 收 线 于 f， 这 就 建立 了 论断 。 
( 让 ) 定理 给 出 了 三 上 的 傅 里 叶 变 换 的 一 个 相当 抽象 的 定义 。 鉴 于 此 ， 我们 
也 能 够 更 具体 地 定义 傅 里 叶 变 换 如 下 ,。 若 Je 广 (R“)， 则 


fe) 一 lim | Hae dy 
R=% | 


Y | 三 人 

其 中 极限 在 三 范 数 下 取 。 注 意 到 若 Xn 表示 球 jx eR”: |x | 三 了 R| 的 特征 函数 ， 
则 对 每 个 有 R 函数 /xz 同时 属于 LL 和 大， 且 在 六 范 数 下 /Xx 一/ 

( 道 ) 由 前 述 讨 论 ， 各 种 传 里 叶 变 换 定义 的 等 同性 允许 我 们 选择 作为 侍 里 叶 
变换 的 优先 记号 。 下 文中 侍 里 叶 变 换 都 采用 这 一 记号 来 表示 。 

2 关于 上 半 平 面 的 哈代 空间 

我 们 将 对 上 半 平 面 的 全 纯 函 数 应 用 傅 里 叶 变 换 的 I? 理论。 这 引发 我 们 考虑 
哈代 空间 和 前 一 章 讨 论 过 的 法 图 定理 的 相关 类 似 处 全 。 它 顺便 给 出 了 以 下 自然 间 
题 的 答案 : 其 全 里 叶 变 换 支撑 在 无 穷 区 间 (0,w ) 上 的 函数 fe(R") 是 什么 
样 的 ? 

邻 R 一 |z 一 x+iy,wxERy 三 0| 为 上 半 平 面 。 定 义 哈 代 空 间 天 (R* ) 为 由 RR” 
上 所 有 满足 

supli | F(x + iy)| dx < © (3) 

的 解析 清 数 FF 组成， 并 定义 相应 的 范 数 | jri) 为 式 (5) 左边 的 量 的 平方 根 。 


D 进一步 的 动机 和 一 些 基 本 的 背景 材料 可 在 书 开 的 第 4 童 定理 3.5 找到 


Ye 
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首先 描述 Hz(R2 ) 中 的 函数 下 的 一 个 (典型) 例子 ,下面 从 一 个 属于 [2(0， 
% ) 的 函数 Fi 开始 ， 记 


F(x+iy) =[ P(e)emede,s = +iy,y>0. (6) 


(特定 符号 有 i 的 选择 将 在 后 面 变 得 更 清楚 。) 我 们 断言 对 任何 5 二 0， 只 要 二 8， 
积分 式 (6) 就 绝对 且 一 致 收敛 。 的 确 ，| 所 (&)exr# | 二 | P(E)ie-*"H， 因 此 由 
柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 得 


[ | P(E) ems | dé<([ | 全 C2) ae). ([ eae) 


由 此 建立 了 断言 的 收敛 性 。 由 一 致 收敛 性 可 得 站 (z) 在 上 半 平 面 是 全 纯 的 。 此 外 ， 
由 帕 塞 瓦尔 定理 ， 


hl Fs +iy) ?de=[ [Po(é)|?e "de < Po ldo), 
事实 上 ， 由 单调 收敛 定理 
sop | F(% + 这 )| “d# = IF | 00,. )e 


特别 地 ,FF 属于 所 (R”)。 下 面 要 证 明 的 主要 结果 是 逆 命 题 ， 即 空间 丰 (R”) 的 
每 一 个 元 素 事实 上 都 是 形 如 式 (6) 的 函数 。 
定理 2.1 奢 (R> ) 的 元 素 F 正 是 由 式 (6) 给 出 的 函数 ， 其 中 Fe [2 (0， 
ww ) ， 并 且 
a ai ri 
py 这 顺便 表明 大 (R ，) 是 通过 对 应 关系 式 (6) 同 构 于 广 (0,%w ) 的 一 个 希 尔 伯 特 
co: 空间 。 | 
a 定理 证 明 中 的 关键 点 是 下 列 事实 : 对 任何 固定 的 严格 正 的 y, 令 (8) 表 示 六 
阴 数 (x+iy)，x eR 的 全 里 叶 变 换 ， 则 对 任何 y 的 一 对 选择 y, 和 y,， 有 
让 (éE) em 二， (E)e2ns ,对 几乎 处 处 的 二。 (7) 
要 建立 该 论断 ， 我们 依赖 于 一 个 有 用 的 技术 性 观察 。 
引 理 2.2 车 下 属于 He(R*)， 则 FF 在 任何 适当 的 半 平 面 |z= 二 x*+iy,y 宇 6 上 
有 界 ， 其 中 6 二 0。 
为 证 明 该 引 理 需 利用 全 纯 艺 数 的 均值 性 质 。 该 性 质 可 以 用 两 种 方式 表述 。 和 有 
先 ， 从 圆周 上 的 平均 值 ， 


2T 
F(Z) | F(Z +re")d9 ,其 中 0<r 委 5。 (8 ) 
2 万 几 


(注意 到 若 y 位 于 上 半 平 面 ，Im(z) 之 5， 则 中 心 在 z、 半 径 为 的 圆 盘 属 于 R2 .) 
或 者 ， 对 + 积分 ， 则 得 到 圆 盘 情 形 上 的 均值 性 质 ， 
本 


F(Z +z)dxdy,z=x +iy。 (9 ) 
en . 


2 关于 上 半 平 面 的 哈代 空间 


这 些 论断 实际 上 对 R- 上 的 调和 函数 成 立 (关于 全 纯 函 数 的 结果 参见 书 卫 第 3 
章 推 论 7.2， 而 调和 函数 的 情形 见 书 I 第 5 章 引 理 2.8); 本 章 稍 后 将 证 明 从 式 
(9) 到 R“ 的 推广 。 

对 式 (9) 用 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 得 
] 
m6 1: 18 
记 z 王 x+iy 和 《! 一 上 + 并， 其 中 7 二 6， 可 知 以 为 中 心 、 半 径 为 6 的 圆 盘 B(L) 包 
含 于 条 形 |z+l:z 二 x+iy, -6 三 y 三 6 中 ， 并且 该 条 形 位 于 半 平 面 R 上 。 见 图 1。 


| 无 (zj 过 |F(¢ +z)| “dxdys 


CC 


Bsle ) 


Oo OOO OO OO OO Oi 


图 1 圆锥 包 含 于 条 形 


这 给 出 以 下 极 大 化 : 


| [FC + + iy)| ?drdy 


| > [<8 
< 26 sup | [F(x+i(n +y))|’*dx, 
-6<y<6JR 


由 刀 盖 6， 可知 最 后 一 个 表达 式 实际 上 是 由 下 式 极 大 化 的 : 
25 sup 上 [F(x + 这 )|2dx 一 251 严 1 和 cnz)s 
总 之 ， 在 半 平 面 Im(t)>0 上 , 有 | F(Z) < 二 | 到 外 如， 引 理 证 毕 。 
下 面 证 明 式 (7)。 从 大 (R* ) 中 的 严 开 始 , 用 到 来 代替 严 ，F 定义 为 
Pe(s) F(z) -ii' 基 中 e>0。 


观察 到 当 Im(z) 盖 0 时 | F*(z)|< 1F(z)i; 而 且 对 满足 Im(z) 盖 0 的 z， 当 es 一 0 时 有 
F(z) 一 FF(z)。 这 表明 对 每 个 y0,， 在 三 范 数 下 ，Fe(z+iy) 一 PP(z+ 这 )。 而 且 ， 
引 理 保证 了 每 个 Re 满足 衰减 性 估计 : 


对 某 个 5>0， 只 要 Im(z) 六 6， 就 有 天 (一 0 人 3E 


于 % 
我 们 首先 断言 被 fF: 取代 后 式 (7) 成 立 ， 这 是 对 函数 6G(z)= 二 1(z)e "<* 应 用 围 
道 积分 的 一 个 简单 结论 。 
事实 上 ， 我们 对 6(z) 沿 项 点 为 -RR+iyi,R+iyi ,R+iy; ,一 R+iy, 的 矩形 积分 ， 
目 令 R 一 o 。 若 在 这 个 矩形 内 6(z)== 0(1/(1 +x*))， 则 
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|.6(a) =| C2) ds | 
其 中 工 是 直线 x +iy:xeR|l, j= 二 1,2。 由 于 
J C0) =| Pt yy) ert, 
这 意味 着 
Fe ( 志 ) em 一 Fe (€) er™t, 
又 因为 当 e-*0 时 ,在 L 范 数 下 有 (x+iy) 一 F(x+iy,)， 故 得 到 式 (7)。 
式 (7) 表明 尺 (#)e2zm* 是 不 依赖 于 y 的 ,y >>0。 从 而 存在 一 个 函数 F。(&) 
使 得 (8) ez 一 Fo(&); 作为 一 个 结果 ， 
户 (#) 二 P(E)e-"9 ,对 所 有 的 y0。 
因此 ， 由 帕 塞 瓦尔 恒等式 
| [Fw + i dre) | Puts)l ea , 
从 而 
suph. | Po(é) le "edé = |F ln) < %。 


最 后 ， 这 又 隐 含 对 几乎 每 个 ce( -um ,0) 有 所 (8)==0。 如 若 不 然 ， 则 对 适当 的 正 
数 a,b 和 c, 有 | 镶 (2)| 宇 a, 其 中 EeEEC(-wm, -4),m(E) 宇 c。 由 此 得 到 
站 (a) ?eede 之 qicerr , 当 y-w 时 ， 上 式 趋 于 无 穷 。 因 此 得 到 矛盾 。 这 表 
明了 当 t&e( -wm ;0) 时 ，F(E) 几乎 处 处 等 于 0。 

总 之 ,对 每 个 y 之 0, 记 (8)= Po(8)e-*"H， 其 中 Fo e (0,w )， 由 傅 里 叶 反 
演 公 式 可 得 表示 式 (6) 对 厂 中 的 任意 元 素 都 成 立 ， 定 理 证 毕 。 

我 们 处 理 的 第 二 个 结果 可 视 为 前 一 章 的 法 图 定理 在 半 平 面 的 推广 。 

定理 2.3 假设 丰 属 于 磊 (R )， 则 limF (x +iy) 二 Fo(x) 在 以 下 两 种 意义 

bE 

存 桂 ， 

(i) 在 己 (R) 范 数 下 的 极限 。 

( 这) 对 几乎 每 个 x 的 极限 。 

从 而 在 以 上 的 两 种 意义 下 有 边界 值 ( 记 为 fh。)， 函 数 F。 有 时 也 称 为 /的 边 
值 函 数 。( i ) 的 证 明 由 已 知 可 立即 得 到 。 的 确 ， 车 f。 是 健 里 叶 变 换 为 户 的 已 
函数 ， 则 

[FC + iy)— Folx) cm) =[ |B el? le -1|?dy, 

由 控制 收敛 定理 知 ， 当 y-»0 时 ， 上 式 趋 于 0。 

要 证 明 几乎 处 处 收敛 ， 我 们 建立 泊 松 积分 表示 
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| 和 ee 人 全 | fa = PA(#), (10) 
其 中 


P,(x)=— 一] 
TT 人 + 
为 泊 松 核 2 。 等 式 对 每 个 (x， 9 和 任何 fe (RR) 都 成 立 。 为 看 到 这 点 ， 我 们 
首先 注意 到 下 述 初等 积分 公 


[ 。 etd = — - ,车 Im(z) >0， (11) 
和 
hie" leemed —— 7 藉 0 (12) 
R TY 和 
由 
[ @ iz < 


令 Nw ， 可 直接 得 到 第 一 个 公式 。 ee 可 将 积分 写成 
人 e-2m6re2mitcdt + e -2 e -2ritr de ， 
出 式 (11)， 它 等 于 


L 1 1 Y 
pr ro) 
接着 ,我 们 建立 当 f 属 于 空间 5S 的 式 (10)。 事 实 上 ， 对 固定 的 (x,y) eR， 
考虑 R? 一 | (&,1) | 上 的 函数 B(1,E)=f(t)e me 2rltbemt 由 于 |@(t,é)|= aol 
If(2) | |#ly, 则 (因为 了 上 是 速 降 的 ) 到 在 R 上 可 积 。 应 用 Fubini 定理 得 名 


(hE a) d=h (hs), 
右边 显然 等 于 | (8)e- "slrexmwtdg ， 而 左边 由 上 面 的 式 (12) 可 得 人 ADP， 
(x - y) dt 。 然 而 ， 若 利用 第 2 章 的 关系 式 (6) ， 则 有 

人 所 六 两 全 -= 列 硬 一 fz -i)P, (ed 


从 而 泊 松 积分 表示 式 (10) 对 每 个 fe s 成 立 。 对 一 般 的 Je 已 (R)， 我 们 考虑 S 中 
的 序列 |/,| ,1f,1 满 足 在 了 范 数 下 有 f, 一 / (同时 也 有 ,一 Ff)。 对 每 个 有, 的 相应 公 
式 取 极限 可 得 到 关于 7 的 公式 。 事 实 上 ， 由 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 有 


人 [7 - 包 .6)]e2rltpened|< If a a( fe lrae)” 


四 这 是 第 4 章 给 出 的 R 上 的 式 (3) 在 圆 上 的 类 比 。 


第 5 章 希 尔 伯 特 空间 : 几 沾 全 于 


和 
gs =$)= (= P| = le 人 (人 0 12) 


右边 趋 于 0， 因 为 对 每 个 固定 的 (x,y) ER2 ， 函 数 e-?"Itl’, EgeR 和 PP,(1), te 
R 都 属于 三 (R)。 

现在 已 经 建立 了 泊 松 积分 表示 式 (10) ， 下 面 回 到 给 定 元 素 Pe 矿 (R ， )。 我 们 
知道 存在 一 个 I” 函数 FF, (é) ( 它 当 三 0 时 等 于 堆 ) 使 得 式 (6) 成 立 ， 对 傅 里 叶 变 
换 为 fo() 的 已 函数 四， 由 式 (10)， 取 /一 后, 有 

F(x+1y) =| Fo(s = Pp Ct dts 

由 此 导出 当 7 一 0 时 ， 对 几乎 处 处 的 x*， 有 (x+ 讶 ) 一 Fo(x)， 然 而 ,还 有 一 个 小 的 
困难 需要 克服 : 如 上 所 述 的 定理 是 适用 于 /函数 而 非 六 函数 。 不 过 鉴于 恒 同 通 近 
的 性 质 ， 一 个 简单 的 “局 部 化 ”论证 方法 将 会 成 功 ， 我 们 继续 如 下 

只 需 证 明 对 任何 固定 大 的 N， 对 几乎 处 处 的 x, |x| 二 N,， 有 F(x+iy) 王 让 
(#) 。 为 此 ， 将 Fo 分 解 为 G+ 犁 ， 其 中 当 |x| 过 2N 时 ,G(x)== (x); 当 |x| 宇 
2N 时 ,， G(x) 二 0; 从 而 着 1x | 三 2N， 则 8H(x)==0, 但 是 1 H(x) 三 | (x) ,注意 到 
现在 GeL 且 

Fol -1)P, (1) di =| Ct» -1)P,(t) d+ 人 ax ~ 

所 以 ,由 上 面 提 到 的 第 3 章 中 的 定理 , 当 |x* | 过 时 ， 右 边 的 第 一 个 积分 a.e.x 收敛 
于 C(x)= Fo(x); 而 当 |x|<<N, |1|<N 时 ， 右边 的 第 二 个 积分 的 被 积 函数 等 于 
零 ( 因 为 此 时 |x -1| 三 2N)。 从 而 积分 被 下 式 极 大 化 : 


(人 ao (Pola 
然而 (人 | Hz -ad 志 Ha， 同时 ( 易 见 ) 当 y=0 时 ,1P(01 


di 一 0。 因此 对 a.e.x，|x| 过 NN, 当 y=0 时 ， 有 F(x4+iy) 二 F(x)， 由 于 信 是 任意 
的 ， 定 理 2.3 证 毕 。 

以 下 注释 可 能 有 助 于 阐明 上 述 定理 的 要 点 。 

(i) 令 5 是 广 (R) 的 一 个 子 空间 ， 它 由 定理 2.3 中 出 现 的 所 有 函数 Fo 组 成 ， 
则 由 于 这 些 函 数 局 恰好 是 二 中 侍 里 叶 变 换 支撑 在 半 直 线 (0,%w ) 上 的 函数 ， 可 知 5 
是 一 个 闭 子 空间 。 我 们 或 许 想 说 5 是 由 17 中 作为 上 半 平 面 的 全 纯 函 数 的 边 值 出 现 
的 函数 组 成 ， 但 是 如 果 我 们 不 (在 哈代 空间 里 的 定义 (5) 里 ) 加 上 一 个 定量 的 约束 
条 件 ， 则 这 个 启发 式 的 断言 是 不 确切 的 。 例 如 见习 题 4。 

( 下) 假设 定义 P 为 上 的 子 空间 S$ 上 的 正 交 投影 ， 则 易 见 对 任何 /fer(R)， 
有 (PF)(e)=X(E)f (é); 这 里 X 是 (0,% ) 的 特征 图 数 ， 算 子 已 与 柯 西 积 分 密切 相 


3 第 系 数 偏 微分 方程 


关 。 事实 上 ,若是 有 H(R* ) 中 的 (了 唯一) 一 个 其 边 值 函数 (根据 定理 2.3) 是 P 
(有 的 元 素 ， 则 


F(z nn 1(0) ] z Ee R2 


| 区 


要 证 明 该 等 式 ， 只 需 证 明 对 任何 pe 三 (R) 和 任何 固定 的 z=x+iyreR  ， 有 
[ fee = ed 


JR 一世 
这 里 除了 用 式 (11) 代替 式 (12) 之 外 ， 证 明 方法 与 泊 松 积分 表示 式 (10 ) 的 证 明 相同 ， 
细节 留 给 有 兴趣 的 读者 。 同 时 ， 读 者 可 能 注意 到 ， 上 半 平 面 的 柯 西 积分 的 情形 和 第 
gt eben erinb ee 
) 类 似 于 第 4 章 习题 30 里 讨论 的 周期 情形 ， 我 们 定义 R 上 的 传 里 叶 乘 子 
和 于 攻 六 CaS 上 二 -中风 六 不 有 各 出 妆 m ( 乘 子 ) 确定 的 线性 算 子 ,7 由 公式 
(7) (8) 二 m(&)f(#) ,fe 1(R) 定 义 。 上 面 提 到 的 正 交 投影 P 是 一 个 乘 子 为 特征 
函数 X(#) 的 此 类 型 算 子 。 另 一 个 密切 相关 的 此 类 型 算 子 是 希 尔 伯 特 变换 万 ， 甩 由 


Pp 一 -二 一 定义 ， 则 妇 是 一 个 对 应 于 乘 子 -一 sign(#) 的 傅 里 时 乘 子 算 子 。 H 的 诸多 重 


要 性 质 中 的 一 个 是 它 与 共 斩 调 和 函数 的 关联 。 事 实 上， 对 慷 (R) 中 的 实 值 函 数 广 / 
和 五 (让 分 别 为 哈代 空间 的 某 个 函数 的 边 值 的 实 部 和 虚 部 。 更 多 关于 和希 尔 伯 特 变换 
的 内 容 可 在 习题 9 和 10 以 及 下 面 的 问题 5 中 找到 。 


3 常 系数 偏 微分 万 程 


我 们 将 注意 力 转 到 解 线性 偏 微 分 方程 
L(u)=f, (13) 


其 中 算 子 二 形 如 
一 有志 
这 里 a, eC 为 常数 。 

在 工 的 经 典 例子 (例如 波动 方程 、 i ee 方程 ) 
的 研究 中 ， 人 们 已 经 看 到 ， 傅 里 叶 变 换 以 一 个 重要 的 方式 介 a 对 于 一 般 人 的 也 
下 面 的 简单 观察 能 够 进一步 地 说 明 傅 里 叶 变 换 的 关键 作用 。 厂 我 们 想 解 当 
和 /都 属于 S 时 的 该 方程 ， 则 这 等 价 于 解 代数 方程 

P(E N(E)=/ (8), 
其 中 P(LE) 是 了 的 特征 多 项 式 ， 它 定义 为 
Plé2) 二 S$ oa (2me)™ 


| a | <n 


全 例如 见 书 『 生 的 第 5 和 和 6 音 


EE . 
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第 5 章 希 尔 伯 特 空间 ， 几 个 例子 


这 是 因为 人 们 有 传 里 叶 变 换 恒 等 式 
[ 冠 ](9=(2mi6)"7(6)。 
因此 空间 S 中 的 一 个 解 uw ( 奉 它 存在 的 话 ) 将 由 

| 
唯一 确定 。 在 更 一 般 的 情形 下 ， 事 情 并 非 如 此 简单 : 除了 定义 式 (13) 的 问题 之 外 ， 
傅 里 叶 变 换 不 能 和 耳 接应 用 ; 还 有 ， 被 我 们 证 明 存 在 (但 不 唯一 !) 的 解 必须 从 更 广 
的 意义 去 理解 。 

3.1 弱 解 

正如 读者 或 许 已 经 猜测 到 的 ， 我 们 将 不 限于 只 关注 L(w) 以 通常 方式 定义 的 这 
些 函 数 ， 但 一 个 更 广泛 的 概念 是 必要 的 ， 这 牵涉 到 “ 弱 解 ”的 思想 。 要 描述 这 一 
概念 ， 需 从 R4 中 的 给 定 开 集 2 开始 ， 且 考虑 空间 Cz (Q) ,， 它 由 在 吕 内 具有 紧 支 
撑 吕 的 无 穷 可 微 函 数 号 组成， 我 们 有 以 下 结论 。 

引 理 3.1 在 范 数 ‖ :| 下 ,空间 C8 (0) 在 (0) 中 稠密 。 

该 证 明 本 质 上 是 引 理 1.2 证 明 的 重复 。 我 们 采取 修改 gy 定义 的 措施 : 车 |x | 二 
M,d(x,0°) 宇 1/M 且 |f(x) 二 M， 则 gw (x) 二 f(x); 其 他 情况 下 ，gw(z) 王 0。 当 
正则 化 gw 时 ， 用 gw * ps 来 替代 gy， 其 中 56 三 1/2M， 则 gy * ps 的 支 集 仍然 是 紧 
的 且 与 (7 的 距离 三 1/2M。 

然后 考虑 工 的 伴随 算 子 ， 它 定义 为 

= $F fl} 


PEL 


算 子 L“ 被 称 为 上 的 伴随 算 子 ， 这 是 因为 ， 类似 于 前 一 章 5.2 节 给 出 的 有 界线 性 变 
换 伴随 的 定义 ， 有 


(Lo,y)=(9,L Up) ,pi eCo (01), (14) 


其 中 (，,:) 表 示 (02) 上 的 内 积 ( 它 是 凡 (R"“) 上 的 通常 内 积 在 (0) 上 的 限制 )。 
式 (14) 通 过 逐次 分 部 积分 证 明 。 事 实 上 ， 首 先 考虑 当 L 一 ayax 的 特殊 情况 ， 则 
L “二 -9/9x,;。 夺 利用 Fubini 定理 ， 先 对 变量 x 积分 ， 则 此 时 式 (14) 简 化 为 熟悉 的 
一 维 公式 
|. (jw |. a jd ， 
人 @ 这 意味 着 ， 像 第 2 章 第 1 节 定 义 的 一 样 , /的 支撑 的 闭 包 是 紧 的 且 包 含 于 0. 
@ 无 穷 可 微 函 数 也 称 为 C= 函数 ， 或 光滑 函数 。 


3 弟 系 数 偏 微分 方程 


其 中 由 假设 水 (或 g) 的 支撑 性 质 知 带 有 边界 项 的 积分 消失 。 一 旦 得 到 关于 工 = 
9/9x;，1 硅 j 志 nn 的 式 (14)， 则 由 送 代 得 到 式 (14) 对 上 = 二 (9/9x)" 成立， 再 利用 线 
性 关系 得 到 对 一 般 的 虐 也 成 立 。 

这 时 候 我 们 暂时 离开 正题 来 考虑 以 后 将 会 用 到 的 除 Co (0) 之 外 的 其 他 人 2 上 的 
可 微 遇 数 空间 。 空 间 C"(Q2) 是 由 人 上 有 连续 的 侍 n 阶 俩 导数 的 所 有 上 因数/ 组成， 空间 
C"( 02) 是 由 2 上 那些 可 以 延 拓 为 R4 上 属于 C"(R?) 的 函数 组 成 。 因 此 ， 显 而 易 见 ， 
我 们 有 包含 关系 

CF (0)CC" (0)C Cc"(0) ,对 每 个 正 整 数 n 成 立 。 
回 到 我 们 的 偏 微 分 算 子 L， 观 察 到 公式 
(Tub)=( ,Bb'y) 
在 我 们 仅 假 设 we C"(0) 而 不 假设 它 有 紧 支 集 ， 而 仍然 假定 水 e C6 (2) 时 继续 成 立 
(用 同样 方式 可 证 明 ) 是 有 用 的 。 

特别 地 ， 奎 在 经 典 意义 下 (有 时 也 称 为 “ 强 ” 意 义 ) 有 ZL(u) 王 刻 这 要 求 假 

设 4eC"( 人 2) 以 便 定义 下 里 的 俩 导数 ， 则 对 所 用 Eco (2) 也 有 

(f= wb 允 ) (15) 
这 导致 下 面 的 重要 定义 : 对 于 fe 人 (02)， 车 函数 weL (0) 使 得 式 (15) 成 立 ， 则 
称 是 方程 Lu 二 在 2 中 的 一 个 弱 解 。 当 然 经 典 解 总 是 弦 解 。 

弱 解 而 非 经 典 解 的 重要 例子 已 出 现在 基本 情况 如 一 维 波动 方程 的 研究 中 。 这 里 
La) 一 (六 za) - (9u/0U )， 因 此 基础 空间 是 R* = 二 | (x ,x:) 其 中 x 二 x,x; 二 直 。 例 
如 ， 我 们 考虑 “ 拨 弦 "2 情况 。 然 后 我 们 看 一 下 满足 边界 条 件 x(x,0) 王 Fxz) 和 (ou 
)(x,0) 二 0, 其 中 0 万 x 碾 的 方程 L(w)==0 的 解 ， 其 中 了 的 图 像 是 分 段 线性 的 ， 
由 图 2 阐明 。 

熙 将 三 延 拓 为 [| -7,m1] 上 的 奇 函 数 ， 接 着 
通过 周期 化 延 拓 为 R 上 的 限 数 (周期 为 27)， 
则 解 可 由 达 度 贝尔 (d'Alembert) 公式 给 出 
f(x+t) + 
i 


u(x,t)= 


在 目前 情况 下 , 不 是 二 次 连续 可 微 的 ， 从 而 不 
是 一 个 经 典 解 ， 然 而 它 是 一 个 弱 解 。 为 看 到 这 一 图 2 拨 弦 的 初始 位 置 

点 ， 用 C” 中 的 水 数 序列 f. 通 近 ff， 使 得 f, 一 f 在 

R 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 成 立 。 若 定义 u(x,i)=[f(x +t) +f,(x -t+) ]/2， 直 接 验 证 可 得 
L(w,) 二 0， 从 而 (wu,L* 业 )= 二 0 对 所 有 的 次 e CY (RR ) 成 立 ， 因 此 由 一 致 收敛 性 可 得 到 想 
机 的 (uw,L* yw)=0。 


加 见 《 傅 里 叶 分 析 》 人 第 1 章 : 
加 人 们 可 以 写 ， 例 如 护 王 1* pim、 其 中 jp.| 是 恒 同 帝 近 ， 如 同 在 引 理 1.2 证 明 中 的 那样 。 


党 


第 5 章 和 希 尔 但 特 空间 : 几 个 例子 


一 个 说 明 弱 解 性 质 的 不 同 例子 产生 于 R 上 的 算 子 上 二 d/dx， 硅 假设 2 二 (0,1)， 
wu 和 /都 属于 L(Q2)， 在 弱 意 义 下 有 Lu 二 f/， 当 且 仅 当 存 在 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 
FF 使 得 F(x)= 二 u(x) 且 FF"'(x) 二 f(x) 几 乎 处 处 ,关于 该 例子 的 更 多 内 容 见 习题 14。 

3.2 主要 定理 和 关键 估计 

我 们 现在 转 到 保证 常 系数 侦 微 分 方程 解 存 在 的 一 般 定 理 。 

定理 3.2 假设 0 是 R" 中 的 有 界 开 子 集 ， 给 定常 系数 偏 微分 算 子 工 ， 存 在 一 
个 忆 (2) 上 的 有 界线 性 算 子 KK， 使 得 当 Fe 天 (2) 时 ， 

在 弱 意 义 下 有 上 L(K/)==f。 
换言之 , w= 二 K( 有 是 L(w)==f 的 一 个 罚 解 。 

事情 的 核心 在 于 我 们 接 下 来 陈述 的 不 等 式 , 但 它 的 证 明 (用 到 全 里 叶 变 换 ) 
推迟 到 下 一 节 。 

引 理 3.3 看 在 一 个 常数 c， 使 得 

当 yeCo (0Q) 时 , 有 yl im el vlane 

这 个 引 理 的 有 用 性 有 以 下 原因 。 夺 上 是 一 个 有 限 维 线性 变换 ，L 的 可 解 性 ( 它 
是 满 射 的 ) 显然 等 价 于 它 的 伴随 L* 是 单 射 。 实 际 上 ， 该 引 理 提供 了 无 限 维 情形 下 
的 该 结论 的 分 析 学 上 的 推广 。 

我 们 首先 在 假设 引 理 中 不 等 式 成 立 的 前 提 下 证 明定 理 。 

考虑 准 希 尔 伯 特 空间 ?to 二 Co (82) ， 它 具有 内 积 和 范 数 


(pW)=(L’p, Ly), ly lo= LYw lane 


由 第 4 章 2.3 节 的 结果 ，, 令 1 表示 Ho 的 完备 化 空间 。 根 据 引 理 3.3，| ”1 部 
数 下 的 柯 西 列 也 是 六 (2) 范 数 下 的 柯 西 列 ， 因 此 可 以 将 Mt 视 为 二 (2) 的 一 个 子 空 
间 。 最 初 定义 为 从 Ho 到 产 (2) 的 一 个 有 界 算 子 了 上”， 也 可 以 延 拓 成 从 戏 到 三 (2) 
的 有 界 算 子 L* (由 引 理 1.3)。 对 固定 的 feL*(Q)， 考虑 线性 映射 0:C5 (2) 一 C， 
它 定义 为 

lo(y)=(y,f) ,对 ye Co (0), 


柯 西 - 施 瓦 欧 不 等 式 结合 引 理 3. 3 的 另 一 个 应 用 得 到 
(y=) (yA < ly cn) Nf ln) 

< cL vy in Nf in 

<c ly lo, 
其 中 c'=c | 了 | L232( nN) 9 从 而 如 在 准 希 尔 伯 特 空间 Ho。 上 是 有 界 的 。 因 此 ，/ 可 以 延 拓 
为 人 上 的 有 界线 性 泛 图 〈( 见 第 4 章 5.1 节 )， 且 上 述 不 等 式 表 明 外 /1 到 
ceo s。 对 和 硕 尔 伯 特 空间 人 上 的 1 运用 里 斯 表现 定理 (第 4 章 定 理 5.3)， 存 在 
Ue KH 使 得 


3 常 系数 偏 微分 方程 


对 所 有 we Co (0Q) ,0) 一 人 一 (水 地 7)。 
这 里 (，,，〉 表 示 Xu 上 的 原始 内 积 在 人 上 的 延 拓 ，L”* 表示 最 初 给 出 的 Ho。 上 的 
L" 的 延 拓 。 
若 令 w= 二 LU， 则 weL(02)， 且 对 所 有 业 e Ce (R’)， 
y=)=(L Ysu)o 

因此 ， 

对 所 有 weCs (R),(f,y)=(u,L"y), 
根据 定义 ,wu 是 方程 Lu ==f 在 人 内 的 一 个 弱 解 。 着 令 Kf 二 uw， 则 一 旦 ff 给 定 ，Kf 就 
由 上 述 步 又 唯一 确定 。 由 于 U6 二 上 碾 c< fi 6p)， 则 


Kf | zc0) = ul rcp)= | LU | 2(0 = UV lo e lf jp; 
由 此 K: 上 (0) 一 17(0) 是 有 界 的 。 
主要 估计 的 证 阴 


为 完成 定理 的 证 明 ， 必 须 证 明 引 理 3. 3 中 的 估计 ， 即 

ec (ONH, yleomee lL yl anys 

以 下 推理 依赖 于 一 个 重要 事实 : 若 / 在 R 上 有 紧 支 集 ， 则 起 初 对 上 ER 定义 的 
(EE) 可 以 延 拓 为 对 7 二 E+ineC 定义 的 一 个 整 函 数 。 这 个 观察 将 问题 归结 为 一 个 
关于 全 纯 函数 和 多 项 式 的 不 等 式 。 

引 理 3.4 假设 P(z)=z"+… +alz+ao 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 m 次 多 项 式 。 
苦 玉 是 C 上 的 全 纯 函 数 ， 则 

FCO)|? < | P(e®)F(e®)| ?de, 
证 引 理 是 P= 1 特殊 情形 的 结果 
| F(0)12 < |r (er)| ?do (16) 
这 个 论断 由 第 2 节 均 值 恒等式 (8) 取 上 一 0 和 r 一 1， 再 利用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 直接 
可 得 。 对 P 进行 因 式 分 解 : 
Plz) = TJ rad TE ~ Pa 

其 中 每 个 乘积 都 是 有 限 的 ， 且 a 和 分别 表 示 P 的 绝对 值 汪 1 和 二 1 的 根 。 
注意 到 | Pi1(0)|= | 埋 [i 


lal=1 


la | 之 1 


对 P, 可 写成 _ 
(z-B)=- (1-Bz)ys(z), 
其 中 yp(z) 一 人 -二 是 “ 布 拉 施 克 ( Blaschke) 因子 "， 并 有 明显 的 性 质 ， 即 它们 是 
包含 单位 闭 圆 盘 的 一 个 区 域 上 的 全 纯 函数 且 | ys(e”) 二 1， 也 参见 书 了 第 8 章 。 记 


户 = TI (1-Bz) 和 P= PiP,， 从 而 |P(0)| 1， 同时 对 每 个 9,， 有 | P(e”)|= 
1B | 


-~ 


2 


Ap Pt 
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| P(e)| 。 在 式 (16) 中 将 下 替换 为 P 严 有 


[1P(0)12 过 15(0)P(0)12 < | P(e®)F(e®)| ?a 
27 


= | P(e®)F(e®)| “do 
2T 


由 此 给 出 所 需 的 结论 。 

我 们 转向 一 维 的 特殊 情形 即 QC R， 对 所 有 we CF (2) ， 不 等 式 ‖ 光 1 科 c 大 
的 证 明 。 

假设 f 是 支撑 在 区 间 [ - M,M] 上 的 函数 ， 则 


人 ~ M ; 
六 (的 一 | fx)e sd, 


其 中 &eR。 事实 上 ， 当 & 被 7 二 E+ineC 替代 时 上 述 积分 收敛 我 们 可 以 将 了 延 
拓 为 整个 复 平面 上 的 关于 的 全 纯 函 数 。 应 用 帕 塞 瓦尔 公式 (对 固定 的 n) 可 得 
fs Ife rm Se fx)| ?dx 
下 面 将 利用 这 一 观察 结果 。 假 定 (用 一 个 适当 的 常数 乘 以 L) 

FR _ 41k 
. | 1 (| 


其 中 a, 二 (2mi) -"。 若 令 0(8) = 二 》 (-1) a4(2mi#)“ 为 L* 的 特征 多 项 式 ， 则 


0 <x0 
Cy(é)=080E) yecs (0)。 
若 选 择 充分 大 的 导 使 得 CI -MM,M]， 则 由 前 面 的 观察 给 出 


[, [QO(€ + im)w(é + im)| ?dE < enl| [工艺 (z)|2dz。， (17) 
取 刀 =isin0， 并 且 平 移 cos6 得 
及 | Q(E + cosb + ising)y (é + cos0 + ising)| “dé < 


Pe ILw(x)| “dx 
对 严 (z) 一 少 (+z) 和 0@(E+z) 代 蔡 P(z) 应 用 引 理 3.4， 给 出 
We3l < [10O(E + cos0+ ising) (é + cosg + ising)| * dg, 


现在 在 R 上 对 积分 ， 布 边 部 分 交换 & 和 9 的 积分 顺序 ; 通过 变量 平移 ， 将 过 替换 
为 E+cos6， 由 式 (17) 得 


A 本 了 全 2 
上 ea Si) hE + ising)Y(E + ising)| dédo 


<e™ | |Ly(x)| dx, 


4” 狄 利克 雷 原理 


由 帕 塞 瓦尔 恒等式 证 得 一 维 情形 的 主要 引 理 。 
高 维 情形 是 上 述 论证 的 一 个 修改 。 令 0( 旨 = 六 (- 1)"co(2m 这 )" 为 二 "的 


lal<n 


特征 多 项 式 。 我 们 选择 一 组 新 的 正 交 坐标 轴 ， 其 坐标 用 (所 ,é&,,…,é&4) 表示。 使 得 
者 志 一 ( 丘 导 ) ， 其 中 去 一 (所 ,…, 扣 ) ， 则 乘 以 一 个 合适 的 常数 以 后 有 


Q@O(E) 一 (2mi) "E+ 之 名 9 ) ， (18 ) 
其 中 gqg(&') 是 2' 的 多 项 式 (次 数 二 n-j)。 
为 说 明 这 个 选择 可 行 , 记 0 = 二 0, +0'， 其 中 0, 是 nn 次 齐 次 的 而 0' 次 数 二 nn， 
则 由 于 可 以 假定 0, 关 0 (对 0 乘 以 一 个 适当 的 常数 之 后 ) ， 存 在 一 个 单位 向 量 y 使 
得 0,(y)==(2Ti)-"。 从 而 0,(&)==(2mi) "rm"， 车 = 二 yr,， re R， 则 可 以 取 é& 轴 沿 
7 ,所 ,Ex 轴 相 互 正 交 的 方向 ， 这 样式 (18) 的 形式 就 清楚 了 。 
像 前 面 一 样 继续 ， 我 们 得 到 对 每 个 ( 拍 ,后 ) ER 


B86) < 二 人 10( 和 + em ,6 ) 帮 (全 + ,8")| ?2d 
积分 5 ， 则 给 出 
Dns < 二 [人 ce + ising,é OE, + ising,é')| ?dédg. 
若 假定 (有 界 ) 集 0 在 轴 上 的 投影 包含 于 [ - M,M]， 则 右边 的 部 分 被 
ew | ,|L"y(x)|?dx 极 大 化 ， 引 理 3.3 证 毕 ， 从 而 定理 证 毕 。 


4” 狄 利克 雷 原理 


狄 利克 雷 原理 是 在 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问题 的 研究 中 产生 的 。 在 二 维 情形 涉及 寻 
找 一 个 边界 骑 露 于 一 个 给 定 温度 分 布 的 板 的 稳定 状态 温度 的 经 典 问题 。 这 问题 产生 
了 所 谓 的 狄 利克 雷 问题 : 若 2 是 R* 中 的 一 个 有 界 开 集 , f 是 边界 g2 上 的 连续 函 
数 ， 我 们 和 而 望 找到 一 个 函数 w (xi ,x,) 使 得 
Au 0, 在 2 内 ， 
be 在 92 上。 
因此 我 们 需要 确定 一 个 2 内 的 一 个 C (二 次 连续 可 微 ) 函数 ， 它 的 拉 普 拉 斯 算 子 号 
是 0, 在 人 2 的 团 包 上 连续 ,有 征 |g=f。 
当 2 或 /满足 特殊 的 对 称 性 条 件 时 ， 这 个 问题 的 解 有 时 可 以 直接 写 出 来 。 例 
如 ， 硅 2 是 单位 加 盘 ， 则 


(19) 


GO 我 们 注意 到 由 勒 贝 格 测度 的 旋转 不 变性 (第 2 章 问 题 4 和 第 3 章 习题 26) ， 对 上 进行 的 积分 也 可 以 对 
新 的 坐标 进行 。 


4 
@ R”" 上 函数 的 拉 普 拉 斯 算 子 定义 为 A wu 二》 w/oxi。 
k=1 


4 
3 


Sy 


172% 
a 
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u(re®) 一 | Kep)P (8 - wp) dp, 


其 中 已 是 泊 松 核 (对 圆 盘 的 )。 我 们 也 可 以 得 到 ( 见 书 [ 和 书 卫 ) 一 些 无 界 区 域 
的 狄 利 克 雷 问题 的 显 式 解 。 例 如 ， 当 是 上 半 平 面 时 ， 解 为 


u(y) = | Py(% ~ ts) de, 


其 中 P,(x) 是 上 半 平 面 的 类 似 泊 松 核 。 当 0 是 带 状 区 域 ,可 得 一 个 有 些 相 似 的 卷 
积 公式 。 利 用 共 形 映射 3 可 以 明确 地 解决 某 些 2 上 的 犹 利克 雷 问题 。 
然而 ， 一 般 来 说 ， 并 没有 显 式 解 ， 需 要 找到 其 他 方法 。 最 初 想 建立 在 一 个 数 学 
和 物理 上 广泛 使 用 的 方法 : 寻求 一 个 合适 的 “能 量 ”或 “作用 ”最 小 化 的 系统 平 
衡 状 态 。 目 前 情况 下 ， 狄 利克 雷 积分 扮演 能 量 的 角色 ， 对 一 个 适当 的 函数 U， 其 多 
利克 雷 积分 定义 为 
D(D) =| 1VY = 


2 


dx yd 。 


OU 
DY 
(注意 到 与 书 1 第 3 章 和 第 6 章 的 弦 振 动情 形 下 的 “势能 ”表达 式 的 相似 性 。) 事 
实 上 ， 这 个 方法 是 黎 曼 提 出 的 著名 的 映射 定理 的 证 明基 础 。 关 于 这 一 早期 历史 ， 柯 
凶 (Courant) 曾 写 道 : 

在 黎 曼 天 才思 想 出 现 的 几 年 前 ， 高 斯 和 汤姆 逊 (W.Thomson) 就 已 经 观察 到 一 个 
在 x -7 平面 的 一 个 区 域 6 的 调和 微分 方程 Au = ,+u,, 二 0 的 边 值 问题 可 归结 为 在 进 
入 竞争 的 函数 由 具有 给 定 的 边 值 的 条 件 下 ， 在 区 域 6 最 小 化 积分 DL[4$] 的 问题 。 由 于 D 
[四 ] 的 正 性 ， 后 面 问题 解 的 存在 性 被 认为 是 显然 的 ， 因 此 保证 了 前 者 解 的 存在 性 。 作 为 
狄 利克 雷 的 一 个 学 生 ， 黎 曼 被 这 样 一 个 有 说 服 力 的 论证 所 吸引 : 随后 他 以 多 样 化 和 壮观 
的 方式 运用 了 这 一 称 为 狄 利克 雷 原 理 的 方法 ， 黄 定 了 他 的 新 的 几何 函数 论 的 基础 。 

下 面 简单 的 观察 证 实 了 应 用 狄 利克 雷 原理 的 合理 性 : 

命题 4.1 假设 在 所 有 Ue C*(0) 且 U0U|,o=f 的 函数 中 存在 一 个 函数 ue 人 C? 
(0Q) 使 得 D(U) 最 小 ， 则 在 0 内 调和 。 

证 对 Cz (2) 中 的 函数 和 G 定义 以 下 内 积 : 


(FC) =| ( 守 守 由 ,人 | dvi ds, 
2\Oxl OX OX; Ox 


+ | 型 


YX 


02 


我 们 注意 到 DP(4)==(u,u) 。 车 vs 是 C2( 页 ) 中 任何 满足 wjso 广 0 的 函数 ， 则 对 所 有 
的 se 有 
D(u+ev)=D(u), 
这 是 由 于 w+ev 和 有 相同 的 边 值 ， 以 及 4 最 小 化 狄 利克 雷 积分 。 然 而 ， 由 于 
D(ut+ev)= D(u) +e  D(v) +elu,v) +e(v,l), 
因此 


日 共 形 映射 与 狄 利克 雷 问 题 的 紧密 联系 在 《 复 分 析 》 第 8 章 第 1 节 的 最 后 一 部 分 讨论 过 ， 
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Ee:D(v) +e(u by +el(v,u) 0, 
由 于 可 正 可 人 负 ， 这 仅 当 Re(u,s) 一 0 时 发 生 。 类 似 地 ， 考 虑 扰动 a+iev， 我 们 发 现 m 
(9V) 二 0。 从 而 u,v) 二 0。 由 分 部 积分 法 可 得 对 所 有 的 ve C*(02),w| ,| 一 0， 


0 =(i,9) = hb(Aws, 


这 隐 含 着 在 2 内 入 w= 二 0， 当 然 在 边界 上 有 二 ff。 

虽然 如 此 ， 后 来 有 人 对 狄 利 克 雷 原理 提出 了 几 个 严重 的 反对 。 第 一 个 是 魏 尔 斯 
特 拉 斯 (Weierstrass) ， 他 指出 并 不 清楚 (没有 被 证 明 ) 使 得 狄 利 死 雷 积分 最 小 的 
函数 是 否 存在 ， 因 此 可 能 没有 蕴含 在 命题 4. 1 中 竞争 的 胜 者 。 他 通过 与 一 个 简单 的 
一 维 问题 类 比 论证 : 在 所 有 [ -1,1] 上 的 满足 g( -1)==-1 和 ow(1)==1 的 C 函数 
使 积分 


, y 
Dp(g) 一 | [xp'(x)| ?dx 


最 小 化 。 这 个 积分 可 取 到 的 最 小 值 是 0。 为 验证 它 ， 令 水 为 R 上 的 光滑 不 减 的 限 
数 ， 满 足 荐 x* 宇 1， 则 w(x)==1 而 若 x 志 -1 则 w(x)==-1。 对 每 个 0 三 z 达 1, 考 


Ls £6, 
p(x)=(y(x/e), =e i ee, 
-1]， TE—g, 


则 pg, 满足 所 要 求 的 约束 条 件 , 若 用 表示 的 导数 的 一 个 界 ， 则 
DCP。) =| | 到 | 2 le wy'(x/e)| “dx 
i 
E Re 
S| ltl a A 
<2eM, 
当 ae 一 0 时 取 极 限 ， 则 积分 D( gq) 的 最 小 值 为 0。 这 个 最 小 值 不 能 由 满足 边界 条 件 的 
C" 也 数 取 到 ， 因 为 D(p)=0 蕴含 pg'(x) 二 0， 从 而 og 是 一 个 常数 。 
进一步 提出 异议 的 是 阿达 马 ( Hadamard)， 他 评论 道 : 甚至 对 边 值 问题 的 一 
个 解 4,D(w&) 可 能 是 无 限 的 ; 因此 ， 事实 上 ， 可 能 没有 符合 郊 争 条 件 的 竞争 者 ! 
为 说 明 这 一 点 ， 我 们 回 到 圆 盘 ， 对 a > 之 0 考虑 因数 


fA(0) =f.(0) = 2 ee ", 
n=0 


该 函数 首先 出 现在 书 工 第 4 章 ， 那 里 表明 寿 we 和 1， 则 上 太 是 连续 的 但 处 处 不 可 微 。 
单位 圆 盘 上 具有 边 值 f 的 犹 利克 雷 问 题 的 解 由 泊 松 积分 


Oo 
u(r,0) = Fe 


认 安 届 
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给 出 。 然 而 ， 运 用 极 坐标 有 


ou ol ol 
Ox] Ox, Or “ | 00 
从 而 
2 2 
由 (| 之 2 ja drs =[ [" (和 衬 + - Jaorar , 
Ox OX 


这 里 D, 是 中 心 在 原点 ,半径 0 二 p 二 1 的 圆 盘 。 由 于 
i 


利用 帕 塞 瓦尔 恒等式 有 


J (law 


Jarr dea~ [ Pt -nar 2 gy 


gx > 


= 5 p22 0, 
n=0 

若 w 委 1/X2，p 一 1 时 ， 上 式 趋 于 无 穷 。 

通过 利用 习题 20 的 结果 ， 人 们 可 以 用 更 精确 的 方式 阐述 这 一 异议 。 

尽管 有 这 些 巨 大 的 困难 ， 硅 采用 适当 的 方式 ,确实 可 以 验证 狄 利克 雷 原理 。 
个 关键 的 见解 是 产生 于 上 述 命题 证 明 过 程 中 的 竞争 函数 所 属 空间 本 身 是 一 个 准 硕 尔 
伯 特 空间 ， 内 积 为 那里 给 出 的 本 ,' 二 >。 想 要 的 解 落 在 这 个 准 希 尔 伯 特 空间 的 完 
备 化 空间 里 ， 对 它 的 分 析 需 要 亡 理论 ， 这 些 想 法 显然 不 是 在 犹 利克 雷 原 理 首 次 提 
出 与 使 用 的 时 代 就 具备 的 。 

下 面 将 描述 如 何 利 用 这 些 附加 的 概念 。 我 们 从 更 一 般 的 d。 维 情形 开始 叙述 ， 
但 把 这 些 技巧 应 用 到 求解 二 维 问题 表达 式 (19)。 作 为 一 个 重要 的 准备 工作 ， 我 们 
从 研究 调和 函数 的 一 些 基本 性 质 开始 。 

4.1 调和 函数 

这 一 节 2 始终 表示 R” 的 一 个 开 子 集 。 函 数 在 2 内 是 调和 的 ， 若 它 是 二 次 连 
续 可 微 的 ” ， 且 满足 

Ou 
AL= > —s=0, 
jl O% 
则 调和 函数 能 被 一 系列 等 价 性 质 所 刻画 SS。 采 用 第 3 节 中 用 过 的 术语 ， 称 4 在 内 
是 弱 调 和 的 ， 和 看 
对 每 个 ye Co (02),(u,Ayw)=0。 (20) 

注意 到 式 (20) 的 左边 对 任何 在 2 的 紧 子 集 上 可 积 的 函数 是 合理 定义 的 。 从 而 ， 特 


〇 换言之 ， 用 3.1 节 的 符号 是 & 在 CC (0) 中 。 
G 注意 到 在 一 维 情形 ， 调 和 细 数 是 线性 的 ， 从 而 它们 的 理论 本 质 上 是 平凡 的 。 
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别 地 ， 一 个 暗 调和 了 盟 数 仅 需 几 乎 处 处 有 定义 。 显 然 ， 任 何 调和 困 数 一 定 是 弱 调 和 函数 。 
为 一 个 概念 是 均值 性 质 。 它 是 第 2 节 中 关于 全 纯 困 数 的 恒等式 (9) 的 推广 。 
对 定义 在 2 上 的 连续 阴 数 ww， 奢 


站 
u(x0) =77 B87 *) ds (Zl 


对 每 个 中 心 在 xo 而 闭 包 B 包含 于 0 的 球 B 成 立 ， 则 称 它 满足 该 性 质 。 

以 下 两 个 定理 给 出 调和 函数 的 替补 表征 ， 它 们 的 证 明 密 切 交织 在 一 起 。 

定理 4.2 车 u 在 0 中 是 调和 的 ， 则 满足 均值 性 质 表 达 式 (21)。 反 之 ,一 
满足 均值 性 质 的 连续 函数 是 调和 的 。 

定理 4.3 任何 中 的 弱 调和 函数 w 可 在 一 个 零 测度 集 上 修正 函数 值 而 成 为 2 
中 的 调和 郴 数 。 

上 述 陈 述说 的 是 对 一 个 给 定 的 弱 调 和 函数 xx， 存 在 调和 函数 忌 ， 使 得 对 ae.x 
2，u(xz) 一 vw(z)。 注 意 由 于 “ 必须 是 连续 的 ， 它 由 之 唯一 确定 。 

在 证 明定 理 之 前 ， 我 们 先导 出 一 个 值得 关注 的 系 。 它 是 极 大 值 原理 的 一 种 形式 。 

系 4.4 假定 Q 是 一 个 有 界 开 集 , 令 2=Q -0 表示 其 边界 。 假 设 4 在 内 
连续 在 2 内 调和 ， 则 


max | u(*)| = max | u(x)| 。 


证 ”由 于 集合 QL 和 30 是 紧 的 而 w 是 连续 的 ， 上 述 两 个 最 大 值 显然 可 以 取 到 。 
假设 max | u(x)| 在 一 一 个 内 点 xoe 0 取 到 ， 否 则 不 必 证 明 。 

由 均值 性 质 , | u(xo)| 志 二 1*(*)1 dx 。 车 对 某 个 点 x eB 有 |u(x')|< 
| u(xo)| ， 则 类 似 的 不 等 式 在 x 的 一 个 小 邻 域内 成 立 ， 由 于 在 整个 8B 中 有 | u(x)| 委 
u(xo)| ， 玫 有 元 CT 人 |z(z)| dx<1u(xo)| ,矛盾 。 因而 对 每 个 ze 有 有 | zw(z)| 一 
ua(xo)| 。 这 对 所 有 中 心 为 xo， 半 径 为 > 的 包含 于 2 的 球 有 都 成 立 。 令 7 为 这 些 > 
的 上 确 界 ， B, 与 2 的 边界 相交 于 点 x%， 由 于 对 xeB,, r 达 r。 有 |u(x)|=|u(xwo)|， 


由 连续 性 得 | u(x*)|==|u(xo)| ， 系 4.4 获 证 。 

下 面 转向 定理 的 证 明 ， 首 先 建立 格林 公式 (单位 球 上 ) 的 一 个 不 明确 涉及 边 
界 项 的 变形 号。 这 里 假设 x， v 和 在 B 的 闭 包 的 邻 域内 是 二 次 连续 可 微 的 ， 但 假 
定 7 支撑 在 B 的 一 个 紧 子 集 内 。 

引 理 4.5 我 们 有 恒等式 


bEeAu -ww Av)ndx =|u( Vo - Vy) = Vu Vn)dx, 


〇 更 通常 的 版 本 要 求治 (边界 ) 球面 积分 ， 该 主题 推迟 到 下 一 章 。 也 参见 那 章 的 习题 6 和 习题 7。 


拉 


Pra 
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这 里 Vu 是 二 的 梯度 ， 即 Vv 一 -| 时 这] 而 
Xi Ox OX, 
d 
Ov 077 
WV a on 


其 中 Vu Vn 的 定义 类 似 。 
事实 上 ， 用 式 (14) 证 明 中 的 分 部 积分 法 有 
人 之 本 —vndx 一 - 人 dx 一 he a 
用 guXori 代替 重复 上 面 步 又 。 并 对 7 求 和 得 
| ‘A u)vndx = 一 L (Vu Vv)ndx — 上 (Vu Vn)vdx,o 


右 我 们 从 这 里 减 去 w 和 w 互 换 后 的 对 称 公 式 可 得 到 引 理 。 

我 们 将 在 w 是 一 个 给 定 的 调和 函数 ， 同 时 vw 是 下 列 三 种 “试验 ”函数 的 条 件 下 
应 用 引 理 ; 首先 ，。v(w)= 二 1; 其 次 ; v(x)==|%|”; 第 三 , v(x)==|x|-**,， 若 
d 宇 3, v(x) 二 log |x|， 车 d 二 2。 这 些 选择 出 现 相关 性 是 因为 第 一 种 情况 下 入 v= 
0， 而 在 第 二 种 情况 下 入 5v 是 一 个 非 零 常数 ; 第 三 种 情况 wv 是 一 个 常数 乘 以 一 个 
“基本 解 ”， 特 别 地 ， 在 * 关 0 时 v(x%) 是 调和 的 。 

当 v(x) 二 1 时, 取 n 二 7， 其 中 对 |x | 二 1-s,n+ (x)=1; 对 |x| 主 1 
n+ (x)= 二 0， 且 | Vn: (x)| 三 c/s。 我 们 通过 令 n+ (x)== x ts), -ele 


委 1， 其 中 X 是 [0,1] 上 的 一 个 固定 的 C” 函数 ,在 [0,1/4] 上 等 于 1, 在 [3/4,1] 上 等 
于 0 来 完成 这 些 。m。 的 图 像 如 图 3 所 示 。 
由 于 是 调和 的 ， 当 v= 二 1 时 ， 引 理 4.5 绚 含 


| vu: Vnidx=0。 \ (22) 
然后 取 v(x)==|x|*; 则 显然 Av=2d， 当 了 7 三 79+ 时 ， 由 引 理 得 到 
2d| un: dx =| [x|? (Yu Vn )dx -2| u(x : Yn: ydxs 

然而 ， 由 于 V7 支撑 在 球 壳 $+ ==|x:l1 -zs 三 |x| 志 
1| ， 故 有 
blsl?CYu: nt) dr = Vu: YN)dz+0(e)， 
因而 由 式 422) 可 得 

dudz 一 -limja(z * Vn: ) dx (23) 


后 ， 我 们 转向 zw(x)=|x | 一 ,dg 三 3, 对 x 关 0 计算 
(Ao)kx) 以 看 到 它 在 那里 等 于 零 。 事 实 上， 由 于 5 
[x| /ox =x/ |x| ， 并 将 


i=e 1 国 | 


图 3 因数 7 
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2 一 axj jxz| 一 和 


/ i 
对 7 求 和 ,得 到 At |w|1*)=[da +a(a-2)] x“, 和 且 车 4&= 二 -2+2( 或 a 二 0) 它 
等 于 0。 类 似 的 论证 表明 ， 当 d= 二 2 和 xz 寺 0 时 有 Al(log|x|)=0。 

现在 将 引 理 应 用 于 这 样 的 vv 和 7 二 F,。，7s 定义 如 下 : 
ns.(x)=1- xX( |x|/e), |x | 二 &， 


2 da 
I Ea =alx|" +a(a -2)x; EE i 


I 
n.(%)=1, se Iw 1 = 
nn (w= Xe te), 1 el<1 
7。 的 图 像 如 图 4 所 示 。 
我 们 注意 到 | Y7 | 始终 是 0(1/e)。 现 在 ww 和 v 在 nn。 0! * ie 1 lx| 
的 支撑 上 都 是 调和 的 ， 在 这 种 情形 下 ，Vn。 的 文 撑 接 近 单 图 4 函数。 
位 球体 〈 在 壳 Si 内 ) 或 接近 原点 (在 球 B,==| lx| 过 sl 
内 )。 从 而 引 理 中 等 式 右 端 给 出 两 个 贡献 : 一 个 是 沿 S”， 男 一 个 是 沿 B.。 我 们 考 
虑 第 一 个 贡献 ( 当 d 宇 3 时 ); 它 是 


[3 lx) 0 . Vode ~ | Tel ea Tt Yd 
现在 第 一 个 积分 是 (-d +2)|.u|x| (x * Yn; )dx ,根据 式 (23) 当 a0 时 它 趋 


于 cj udx ， 其 中 "是 常数 (2 -d)d， 由 于 沿 5S; 有 |x|-"-1= 0(s)。 第 二 项 当 


一 0 时 趋 于 0， 因 为 式 (22) 和 被 积 函 数 支 撑 在 壳 $* 内 。 对 d==2, v(x)= log |x 
| 类似 的 论证 可 得 结果 ， 其 中 c= 1。 

状 虑 接近 原点 的 贡献 ， 即 沿 B, ， 我 们 暂时 地 附加 假设 <(0)=0， 则 由 于 调和 函 
数 满足 可 微 性 假设 ， 故 有 当 |x| 一 0 时 u(x)== 0( |x|)。 现 在 沿 B, 我 们 有 两 项 ， 第 


一 项 是 | wV( |x|”) Vnsdx ， 由 第 2 章 第 2 节 式 (8)， 可 由 下 式 极 大 化 : 


| oCs) x | Was o(| om |w -dz] 和 O( BY 
当 es 一 0 时 ， 这 一 项 趋 于 0。 
第 二 项 是 | |x | (Vu Yn)dx ， 利 用 刚 引用 过 的 结果 ， 可 被 下 式 极 大 化 


Ci 
e |x|<e x | 和 Bk 


这 里 我 们 利用 了 Vu 是 有 界 的 和 Vn。 在 整个 B 中 都 是 0(1/e) 的 事实 。 令 a 一 0， 则 
这 一 项 也 趋 于 0。 当 d= 二 2 时 ,同样 的 论证 也 有 效 。 
由 此 证 明了 大 是 单位 球 B 的 团 包 的 一 个 邻 域内 的 调和 孙 数 ， 且 (0) 二 0， 则 


jd 二 0。 通过 将 刚 得 到 的 结论 用 于 代替 w(x) 的 u(x) -u(0)， 就 可 以 去 挥 u(0)==0 的 
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假设 。 从 而 得 到 对 单位 球 的 均值 性 质 表 达 式 (21 ) 。 

现在 假设 B(xo)==|x: |x-xo | 三 ri| 是 以 wo 为 中 心 、 半 径 为 > 的 球 ， 考 虑 U(x ) 一 
u(xo +1x)。 若 假设 在 B(xo) 内 是 调和 的 ， 则 U 在 单位 球 内 是 调和 的 (事实 上 ， 容 匈 
验证 ， 函 数 的 调和 性 质 在 平移 * 一 * +x6 和 伸缩 x* 一 rx 下 是 保持 不 变 的 )。 因 而 大 4 文 撑 


在 内 且 B,(xo)C 2， 则 由 刚 证 明 过 的 VU(0) 三 ge U(x)dx ， 以 及 Lebesgue 测度 在 
扩张 和 平移 下 的 相对 不 变性 可 得 


li(%o + 7%)dx = u(xXo 十 无) dx 


| 下 


ul( Xo) = 


i x)dx, 
这 建立 了 一 般 情况 下 的 式 (21)。 
相反 的 性 质 
为 证 明 相 反 的 性 质 ， 我 们 首先 说 明 均 值 性 质 本 身 允 许 一 个 有 用 的 推广 。 为 此 ， 
固定 一 个 函数 p(y) ， 它 在 闭 单位 球 | |y | 三 11 内 是 连续 的 且 是 径 向 的 ( 即 pg(y)= 


B( |y | ) 对 适当 的 理 ) ， 并 延 拓 到 |y|>1 时 w 一 0。 附 加 假设 | p(y)dy 一 1， 然 后 


我 们 断言 如 下 : 
引 理 4.6 ” 当 满足 0 内 的 均值 性 质 表达 式 (21)， 上 且 球 |x: |x 一 xo | 二 7| 的 闭 
包 落 在 内， 则 


u(xo) 一 人 (ma -ry)9(y)dy =| (mm -yy)p(y) dy =(u*p,)(x0) (24) 


其 中 oo(7) 一 rp(7Ar) as 


gy / 
[rs 第 二 个 等 号 成 立 是 变量 替换 yy/r 的 直接 结果 ; 最 右边 的 等 式 仅仅 是 u* gw， 
“3 的 定义 。 


作为 关于 积分 的 一 个 简单 观察 的 结果 ， 我 们 可 以 证 明 式 (24)。 令 VCy) 为 球 
i |y| 乏 1} 上 的 男 一 个 函数 ,假设 yy(y) 有 界 。 对 每 个 大 的 正 整 数 N， 用 8(j) 表示 
和 yl 和 NI 。 回顾 pg(y)=B(|y|),， 则 
SY | 
jewonw=tn oD 0 
为 验证 它 ， 注 意 到 式 (25) 的 左 端 等 于 
N 
和 ho -soe dy 
然而 ， 当 N 一 ao 时 ，sup sup 1 p(y) -DB(j/N)| 二 ew 趋 于 0 ， 由 于 g 是 径 向 的 
<j< 


<N yeBl) -Bj-1) 


N 
与 连续 的 ， 且 pg(y) 二 = B( |y|)， 从 而 式 (25 ) 的 左 端 与 》 GON Vw(y)dy 至 
yl (7) =B(/-1) 


多 相差 wj， |y(y)| dy ， 这 证 明了 式 (25)。 
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我 们 在 y(y) 二 u(xo -= 六) 和 9 如 前 的 情况 下 利用 式 (25) ， 则 


N i 
和 = 上 
lay apt i ZB) on pw ns dy 
然而 ， 由 假设 "满足 均值 性 质 得 
by ao uo =- 咏 )dy 一 wx(xo)[m(BC))-m(BO-1))]。 
从 而 ， 上 式 右 边 部 分 等 于 


N | 
; 下 
wg ) 这 | | -nm 


再 次 利用 式 (25) 得 这 等 于 w(xo)， 因为 这 里 少 一 1, | ep(y)dy 一 1。 由 此 证 明了 引 


理 。 
综 上 所 述 ， 可 知 每 一 个 满足 均值 性 质 的 连续 也 数 都 是 它 自身 的 正则 化 ! 更 精确 
地 ， 每 当 xe0 且 x 到 了 2 的 边界 的 距离 大 于 r 时 ， 有 
u(x)=(u *p,)(x) (26) 
如 果 我 们 附加 要 求 ge Cs 1 1y| 三 1|， 由 第 1 节 的 讨论 可 知 在 整个 0 内 光滑 。 
现在 我 们 证 明 这 样 的 函数 是 调和 的 。 事 实 上 ， 由 泰勒 (Taylor) 定理 ， 对 任何 xoe 2， 


st en) D+ ee Ep 
其 中 当 |x| 一 0 时 ，e(*) 二 0 ( |x13)。 对 所 有 的 j 和 上 (jz), | ，_%dx 一 0 且 
上 ,wwedx 二 0 。 这 可 由 先 对 变量 % 积分 ， 并 注意 到 罗 是 奇 函 数 故 积分 等 于 0 得 
到 。 由 明显 的 对 称 性 得 | ，_ 好 dx 一 | ， sidz ， 由 相对 伸缩 不 变性 ( 见 第 1 章 第 3 


节 ) 这 等 于 六 | a (17) et | xldxz 一 cr ， 其 中 ec>0。 对 式 (27) 的 两 


| 二 | 去 1 


边沿 球 | |x | 科 中 积分 ， 除 以 ， 并 运用 均值 性 质 ， 其 结果 是 
d 
ry (AW (wm) 一 0 人 2 - ,lel(x)| dx)= 0(7), 


令 7 一 0， 则 A 人 w(x0) 三 0。 由 于 wo 是 2 的 任意 一 个 点 ， 定 理 4.2 证 毕 。 
定理 4.3 和 一 些 推论 
现在 转 问 对 定理 4.3 的 证 明 。 假 设 必 在 只 内 是 弱 调 和 的 ， 对 每 个 e 之 0， 定义 
40. 为 2 内 与 其 边界 距离 大 于 的 点 的 集合 : 
0 ={xe fd(x,00)> al。 
注意 到 0Q2, 为 开 集 ， 且 用 e 充分 小 2 内 的 每 一 个 点 都 属于 2,.， 则 对 于 rr 三 z 前 一 个 
定理 考虑 的 正则 化 w* 9, 二 w, 在 2, 内 定义 ， 且 如 同 我 们 已 经 注意 到 的 它 在 那里 是 


I 


y»179 
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一 个 光滑 函数 。 我 们 接着 观察 到 它 在 2, 内 是 弱 调 和 的 。 事 实 上 , 对 weCo (02,) 
由 Fubini 定理 ， 有 


(uu,,A vy) 一 人 (人 ax 一 ry) p(y) dy) (Ay) (x) dx 


一 wp) | ax -ry)(Avy) (x) dx)dy, 


内 部 的 积分 对 y，|y | 三 1 不 存在 ， 因 为 它 等 于 (wu,Ay,)， 其 中 ,二 W(x +ry)。 
从 而 有 
(ux*p,,A yy)=0,. 
因此 w* gy, 是 弱 调 和 的 。 然 后 由 于 这 个 正则 化 自动 是 光滑 的 ， 故 它 也 是 调和 的 。 
而 且 ， 我 们 断言 
(Ux*gp, )(X)=(u*gp, ) (x), (28) 

其 中 xe 0 和 7 +7 过 zs。 事实 上 ，(w* gp )*g, 王 *g, 由 前 面 的 式 (26) 可 
得 。 然而 卷 积 是 可 交换 的 〈 见 第 2 章 注 释 ); 从 而 有 (ww* or ) * ,二 (ww* gg,)*g, 二 
wx* g,， 式 (28) 获 证 。 

现在 令 六 趋 于 0， 同时 国定 12 ， 由 恒 同 通 近 的 性 质 [可 得 以 六 pr (x ) 一 u(x) 对 几 
乎 所 有 的 xe 人 2 成立; 因此 对 几乎 所 有 的 xeQ,,u(x) 二 w(x%)s。 从 而 可 以 在 02 上 
修正 &( 令 它 等 于 ww 即 可 )， 这 样 它 成 为 那里 的 调和 函数 。 由 于 可 以 取得 任意 小 ， 
定理 证 毕 。 

下 面 叙述 上 述 定 理 的 几 个 进一步 的 推论 。 
系 4.7 每 个 调和 顶 数 都 是 无 穷 可 微 的 。 
系 4.8 设 iu,1 是 人 上 的 一 个 调和 函数 列 ， 当 n 一 %w 时 它 在 2 的 任 一 紧 子 集 上 一 致 
收敛 于 函数 4， 则 也 是 调和 的 。 

这 里 的 第 一 个 系 作 为 式 (26) 的 一 个 推论 已 经 证 明 过 了 。 对 第 二 个 系 ， 我 们 利 
用 每 个 wx, 满足 均值 性 质 


WU (Nn ,) = (ww: ， 


只 要 中 是 一 个 以 和 为 中 心 的 球 ， 且 BCQ。 从 而 由 一 致 收 化 性 ，4 也 满足 均值 性 
质 ， 因 此 w 是 调和 的 。 

我 们 应 该 指出 R*” 上 的 调和 滑 数 的 这 些 性 质 是 全 纯 函 数 类 似 性 质 的 重 述 。 但 这 
不 足 为 奇 ， 因 为 这 两 类 函数 在 特殊 情形 d= 二 2 时 有 紧密 的 联系 。 

4.2 边 值 问 题 和 狄 利克 雷 原 理 

我 们 关注 的 4d 维 狄 利克 雷 边 值 问 题 可 以 描述 如 下 。 邻 0 是 R" 中 的 一 个 有 界 开 
集 ， 给 定 一 个 定义 在 边界 a2 上 的 连续 函数 /， 我 们 希望 找到 一 个 在 2 上 连续 ， 在 
人 2 内 调和 的 函数 uw， 使 得 在 92 上 有 w= 二 ff。 

一 个 重要 的 预备 观察 是 该 问题 的 解 辕 存在 ， 则 是 唯一 的 。 事 实 上 ， 硅 w 和， 
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是 两 个 解 ， 则 wj -uw 在 内 调和 上 且 在 2 的 边界 等 于 零 。 从 而 根据 极 大 值 原 理 ( 系 
4.4) 有 -w= 二 0， 因 此 wj = 二 ws。 

转向 解 的 存在 性 ， 我 们 探求 先前 概述 的 狄 利克 雷 原理 的 方法 。 

考虑 函数 类 C'(0)， 赋 予 该 空间 内 积 


(u,v) 一 | (vu . Vo) dzx, 


d 5 
Vu ‘Yo= A 


fl Ooxj Oo%) 

由 此 内 积 给 出 相应 的 范 数 为 1zl = 一 xu。 lz 上 F0 等 同 于 在 整个 0， 
Vu 二 0， 这 意味 着 4 在 2 的 每 个 连通 分 支 上 是 常数 。 因 此 我 们 被 引 向 考虑 C! (0) 
模 去 在 2 的 分 支 上 是 常数 的 图 数 的 元 素 构 成 的 等 价 类 。 它 们 构成 具有 上 述 内 积 和 
汇 数 的 准 希 尔 伯 特 空 间 ， 称 这 个 空间 为 Tt 。 

在 研究 Ko 的 完备 化 空间 和 它 在 边 值 问 题 的 应 用 中 ， 需 要 下 述 引 理 。 

引 理 4.9 令 有 为 Ri 内 的 一 个 有 界 开 集 ， 假 设 " 属于 CC2) 且 v 在 92 上 等 于 
零 ， 则 


| lr) “dx < co (Vo(x)| ?dx (29) 


证 ”该 结论 事实 上 可 以 从 引 理 3.3 中 给 出 的 考虑 导出 。 我 们 更 愿意 单独 证 明 这 
一 容易 的 版 本 是 为 了 强调 一 个 后 面 要 用 到 的 简单 想法 。 注 意 到 这 里 的 讨论 可 以 得 到 
佑 计 cy, <d( 0)’ ; 共 吊 d(2) 是 2 的 直径 。 
我 们 在 下 玉 观 察 的 站 硕 上 号 绕 。 要 没 是 全 人 六 中 的 届 数 ， 其 中 Pa 的 盟 时 
中 的 一 个 区 间 。 假 设 太 在 了 的 一 个 端点 等 于 零 ， 则 
OA (30) 
其 中 |7| 表示 I 的 长 度 。 


事实 上 , 设 f(a)=0， 则 f(s) =[f (Dd, 由 柯 西 - 施 瓦 芯 不 等 式 


LO A 
沿 7 对 * 积分 可 得 到 式 (30)。 
要 证 明 式 (29), 记 x = 三 (wx')， 其 中 x， < 及 而 zeR-'， 对 了 定义 为 f(x )= 
v(xi ,x%')， 固 定 x' 应 用 式 (30)，, 令 J(x') 为 R 中 的 开 集 ， 对 应 于 虽 的 由 ixjeR: (x ,x') 
人 2 给 出 的 截面 ，J(x') 可 以 写成 不 相交 开 集 7 的 并 (注意 到 事实 上 f(x ) 在 每 个 1 的 
epee 对 每 个 j， 应 用 式 (30) 得 


| [v(xwi | “dx < | [; | | | Vo(x1 ,x’)| “dx, 


NY 
a 
ss 
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现在 由 于 11;| 志 d( 0Q)， 对 不 相交 区 间 1; 求 和 得 到 
he | v(%I x | “dx < dQ [oz J") | “dx, - 


沿 x'e R"-! 积 分 得 到 式 (29)， 

现在 令 $6 表示 C'(0) 的 一 个 线性 子 空间 ， 它 由 C1'(0) 中 在 人 的 边界 等 于 零 的 
函数 组 成 。S$u 中 不 同 的 元 素 在 Ho 定义 的 等 价 美 系 下 仍 是 不 同 的 (因为 在 每 个 分 
Co 因此 So 可 等 同 于 Ho 的 一 个 子 空 间 。 用 $ 
表示 这 一 子 空间 在 Kt 中 的 闭 包 , 令 P, 表示 KH 到 5 的 正 交 投影 。 

phere 我 们 首先 试 着 解 22 上 的 给 定 函数 /的 边 值 问 
题 ， 附 加 假设 f 是 C'(0) 中 的 函数 在 92 上 的 限制 。( 后 面 将 解释 如 何 去 掉 这 一 
附加 假设 。) 按照 狄 利克 雷 原理 的 表述 ,我 们 寻找 一 个 序列 |u, | ， 其 中 ,eC'(0) 
而 uw | ;0 二 | ,no， 使 得 狄 利克 雷 积 分 上 &* 收 伍 到 最 小 值 。 这 意味 着 wu =F -vy,， 
其 中 ve S60， 且 lim | u | 最 小 化 下 到 So 的 距离 。 由 于 5 二 5。， 这 个 序列 也 使 得 
在 万 中 下 到 8 的 距离 最 小 。 

现在 我 们 考虑 一 下 能 从 正 交 投影 的 基本 事实 中 获得 什么 启示 ?由 前 一 章 引 理 
4. 1 的 证 明 ， 我 们 得 出 函数 列 1v,1 和 |u| 在 XK 的 范 数 收 全 ,前 者 有 极限 Ps (FF)。 
现在 对 v, -v, 应 用 引 理 4.9 可 导出 v1 和 wu1 是 广 (02) 范 数 下 的 柯 西 列 ， 从 而 在 
(0) 范 数 下 收 合 。 令 = lim wo 则 

u=F=P.(F), 31 ) 
其 中 是 弱 调 和 的 。 事实 上 , 每 当 we C8 (1),， 则 ye S， 从 而 由 式 (31) 得 
《由 ) 二 0。 因 此 (uw) 一 0 但 是 由 分 部 积分 法 ， 得 
sz: (uy ) =| (vu, : YY ) dx = 一 | A ydx = —- (uu,,Ay), 


CEE 
~ 


所 以 ，(&, 人 Aw) 二 0， 因 此 w 是 弱 调和 的 ， 且 可 以 在 一 个 零 测度 集 上 修正 成 为 调 
和 的 。 

这 就 是 我 们 问题 的 计划 的 解 。 然 而 ， 还 有 两 个 问题 有 待 解决 。 

第 一 个 问题 是 虽然 u 是 Q 上 的 连续 函数 列 |u, | 的 极限 ， 且 对 每 个 nw | a0 二 
f, 但 是 我 们 并 不 清楚 本 身 是 否 在 上 连续 且 4|;0|=/f。 

第 二 个 问题 是 我 们 上 面 的 讨论 局 限 在 那些 定义 在 2 的 边界 上 且 作 为 C' (0) 中 
函数 在 2 上 的 限制 的 了 。 

第 二 个 问题 是 这 两 个 问题 中 较 容易 克服 的 一 个 ,这 可 运用 下 面 的 引 理 于 集合 
T= 二 902 完成 。 

引 理 4.10 ”假设 rT 是 R" 中 的 紧 集 , /是 了 上 的 连续 函数 ， 则 存在 R4 上 的 光滑 
函数 列 | F,| 使 得 在 了 上 FF, 一。 

事实 上 ， 假 设 我 们 能 够 处 理 提 出 的 第 一 个 问题 ， 则 运用 引 理 我 们 继续 如 下 。 我 
们 找到 在 0 内 调和 ， 在 Q 上 连续 的 函数 U,， 且 0, ;0 二 jan1e。 现在 由 于 | F, | 在 
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60 上 一 致 收 仑 ( 于 /) ， 由 极 大 值 原理 ， 序 列 | 0, | 一致 收 伍 于 在 0 上 连续 的 函数 &， 
4 具有 性 质 ;w= 二 /， 且 是 调和 的 (由 前 面 的 系 4.8)。 这 就 达到 了 我 们 的 目标 。 

引 理 4. 10 的 证 明 依 赖 于 下 面 的 延 拓 原理 。 

引 理 4.11 设 f 是 R" 的 一 个 紧 子 集 厂 上 的 连续 函数 ， 则 存在 R4 上 的 连续 函 
数 G 使 得 | G 站 三 

证 ”我们 从 观察 开始 ， 若 K。 和 K, 是 两 个 不 相交 的 紧 集 ， 则 存在 R* 上 的 连续 
函数 0 过 g(x) 达 1， 它 在 Ko 上 取 值 为 0， 而 在 K 上 取 值 为 1。 事 实 上 ， 若 d(x,00) 
表示 x 到 2 的 距离 ， 则 

d(x,K,) 
g(m) eR ) + dale Ry 

有 我 们 需要 的 性 质 

现在 ,不 失 一 般 性 ,假设 / 是 一 个 非 负 的 且 在 厂 上 以 1 为 界 的 函数 。 令 

Ko={xeT:2/3< f(x)<1ll 和 K,={xeT:0<f(x)<1/31, 


因此 Ko 和 Ai 是 不 相交 的 。 显 然 ， 引 理 之 前 的 观察 保证 了 存在 R“ 上 的 函数 0 所 
GA 和 1， 密 在 天 en 1/3， 而 在 K, 上 取 值 为 0， 则 有 


0</(x) -G1(x)< 守 ,对 所 有 eT 


现在 用 f-G 代 蔡 ff 重复 上 面 的 论证 。 第 一 步 ， 从 0 三 f 三 1 到 0 硅 f- G6 三 2/3。 因 
此 ， 可 以 找到 R“* 上 的 连续 函数 6, 使 得 在 矿 上 ， 


2 
0</(#) -G(s) -G(x)<(3) ， 


四 太志 多 | 重复 上 述 过 程 ， 能 够 找到 R* 上 的 连续 函数 6, 使 得 在 三 上， 


人 
0</(%) -G(x) -Gn(x)<(3) ， 


| 2 7 
目 在 Re 上 0 过 6 <3[3} 。 车 定义 


6G= > 6,, 
人 三 ] 
则 'G 是 连续 的 且 在 三 上 等 于 天 
为 完成 引 理 4. 10 的 证 明 ， 我 们 论证 如 下 。 我 们 通过 定义 


F(x)=e "| C(x-y) p(y/e)dy = |, C9) p(x-y) dy, 
正则 化 引 理 4. 11 中 得 到 的 函数 6G， 其 中 op,(y)=s-“g(y/s), ov 是非 负 的 CE 天 
数 ， 它 支撑 在 单位 球 里 且 | p(y) dy = 1， 则 每 个 Fe 是 C* 函数 。 然 而 
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Fe(x) -G(x)= | (6(7) -C(x)) p(x -7)dy 。 
由 于 上 述 积分 是 限制 在 |x-y| 三 a 上 的 ， 所 以 车 xe 厂 ， 则 有 


Few) -GO | sup, | la) -6()| | pl) ay 


~ 


根据 6 在 三 附近 的 一 致 连续 性 当 es 一 *0 时 最 后 一 个 式 子 趋 于 0， 若 取 e 王 1 ， 则 可 
以 得 到 我 们 想 要 的 序列 。 

二 维 的 定理 

我 们 现在 处 理 计划 的 解 是 否 取 所 要 求 的 边 值 这 _ 问 是 这 里 我 们 把 讨论 局 限 在 二 
维 的 情况 因为 更 高 维 的 情形 出 现 的 问题 超出 本 书 的 范围 。 相反 ， 在 二 维 的 情形 下 ， 虽然 
下 面 结果 的 证 明 有 一 点 技巧 ， 可 仍然 在 我 们 阐明 过 的 希 尔 伯 特 空间 方法 的 范围 内 

狄 利 克 雷 问题 (在 二 维 以 及 更 高 维 数 ) 可 解 仅 当 对 区 域 2 的 性 质 作 某 种 限制 。 


/ 我 们 通常 的 正则 性 假设 ， 虽 然 不 是 最 优 的 ” ， 但 足够 广泛 以 包含 许多 应 用 ， 而 且 有 
一 个 简单 的 几何 形式 。 它 可 以 描述 如 下 : 在 R 中 国定 一 个 最 初 的 三 角形 To ， 更 精 
| 确 地 ， 假 设 7 是 一 个 等 腰 三 角形 ， 两 个 相等 的 边 长 度 是 !， 这 两 边 相 交 构 成 的 角 是 


qs {和 a 的 确切 值 并 不 重要 ， 它 们 可 以 取得 尽 可 能 小 ， 但 在 整个 讨论 过 程 中 必须 
是 固定 的 。7T% 的 形状 确定 了 ,我 们 说 了 是 一 个 特别 的 三 角形 ， 奉 它 和 7 全 等 ， 即 
了 可 由 7 经 过 平移 和 旋转 得 到 。 了 的 顶点 定义 为 它 的 两 个 相等 边 的 交点 。 

定 1 和 aw， 对 只 的 边界 上 
的 每 个 x*， 存 在 一 个 以 x 为 项 点 的 特别 的 三 角形 ， 它 的 内 部 全 在 人 2 之 外 。( 见 图 5) 


图 5 三 角形 Te 和 特别 的 三 角形 了 


定理 4.12 令 2 为 R: 中 的 一 个 满足 外 三 角形 条 件 的 有 界 开 集 。 若 /是 2 上 的 连续 
函数 ， 则 边 值 问 题 人 A w= 二 0， 其 中 是 上 的 连续 函数 且 | 之 | ,sp 二/， 总 是 唯一 可 解 的 。 

依次 列举 一 些 评论 。 

(1) 车 被 多 边 形 曲线 所 界定 ， 则 它 满足 定理 的 条 件 。 

(2) 更 一 般 的 , 若 吕 恰好 被 有 限 条 利 普 希 茨 曲线 ， 或 特别 的 C' 曲线 所 界定 ， 


GO 最 优 条 件 牵 涉 到 集合 的 容量 的 概念 。 
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则 它 也 满足 条 件 。 

(3) 对 问题 不 可 解 的 情况 有 一 些 简单 的 例子 : 例如 ， 若 吕 是 一 个 被 惟 破 的 圆 
盘 。 这 个 例子 当然 不 满足 外 三 角形 条 件 。 

(4) 这 个 定理 里 2 的 条 件 不 是 最 优 的 : 人 们 可 以 构造 不 符合 上 述 正则 性 而 该 
问题 可 解 的 的 例子 。 

上 面 的 更 多 细节 内 容 参 见习 题 19 和 问题 4。 

我 们 转向 定理 的 证 明 。 它 建立 在 下 面 命 题 的 基础 之 上 ， 它 可 视 为 前 面 引 理 4. 9 
的 一 下 下 进 。 

命题 4.13 对 R* 中 的 任何 一 个 满足 外 三 角形 条 件 的 有 界 开 集 Q2， 存 在 两 个 常 


数 cil 过 1 和 ec 二 2 使 得 下 面 结 论 成 立 。 假 设 z 是 人 2 内 的 一 个 与 902 的 距离 为 6 的 点 ， 
那么 只 要 vw 属于 C1(0) 且 1v| ,sp=0， 就 有 
ee ol)l ?dx < C8 ny [ot sy ds (32) 


上 界 C 能 够 选取 为 仅 依赖 于 2 的 直径 和 确定 三 角形 7 的 参数 1 和 a。( 见 图 6) 


图 6 命题 4.13 中 的 情形 
我 们 看 一 下 如 何 利用 命题 证 明定 理 。 我 们 已 经 表明 只 需 假 设 /是 C" (2) 中 的 画 
数 下 在 32 上 的 限制 。 回 顾 我 们 有 最 小 化 序列 ww = 一己- ,其 中 msC' (2) 且 
6 | aa 一 0。 此外， 这 个 序列 在 开 和 已 (2) 范 数 下 有 极限 w， 使 得 zx 一 下 -在 了 
内 调和 。 然 后 由 于 式 (32) 对 每 个 v 成 立 ， 它 对 "一 下 -也 成 立即 


本 -a) (Ydx< co 人 wm [Ts, (33) 
由 于 4 在 2 内 的 连续 性 ， 要 证 明定 理 ， 只 需 表 明 若 y 是 902 上 的 任何 疾 定 点 ， 而 z 
是 2 内 的 一 个 变动 点 ， 则 当 zy 时 , wu(z) 一 f(y)s 令 6=65(z) 表 示 z 到 30 的 距 


离 ， 于 是 6(z) 达 |z-y| 从 而 当 z_ry 时 ,6(z) 一 0。 

现在 考虑 下 和 在 中 心 为 z， 半 径 为 cj6(z) (回忆 起 cl 过 1) 的 圆 盘 上 的 平均 
值 。 将 这 些 平均 值 分 别 用 Av(F)(z) 和 Av(uz)(z) 表 示 ， 然 后 由 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 
式 ， 有 


| Av(F)(z) = Av(u)z | “< | 下 一 下 | dx， 


] 
nT(c6)” Wp 
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由 式 (33) 可 极 大 化 为 
ene (Vr te 


积分 的 绝对 连续 性 保证 了 最 后 一 个 积分 趋 于 0， 当 6 一 0 时 ， 由 于 m(B.s) 一 0。 然 
而 ， 由 均值 性 质 ，Av(w)(z)==wu(z)， 同 时 由 五 在 0 内 的 连续 性 可 得 


] 
EY MA B. (2z) ) JBei5tz) 和 


因为 下 | ;wn 二 f 和 zy。 综 上 可 得 u(z) 一 f(y) ， 一 旦 命题 建立 ， 定 理 获 证 。 

要 证 明 命 题 , 对 每 个 与 902 的 距离 为 6 的 点 ze 人 2， 其 中 6 充分 小 ， 我们 构造 一 
个 具有 下 列 性 质 的 矩形 R: 
(1) RR 的 边 长 分 别 为 2c.6 和 M6 (其 中 cl 志 1/2,M<4)。 
(2) Bs(z) CR 
(3) RR 的 每 条 线段 ， 这 里 指 的 是 平行 于 矩形 的 长 边 且 长 度 等 于 长 边 的 长 的 线 
与 人 2 的 边界 相交 。 
为 得 到 R 需 令 y 为 22 上 使 得 5=|z-y| 的 一 个 点 ， 在 7 点 应 用 外 三 角形 条 
件 。 作 为 一 个 结果 ， 连 接 y 和 z 的 直线 与 顶点 在 y 的 特别 的 三 :角形 的 一 条 边 构 成 的 
角 B 二 mm (事实 上 ,B86 三 7m-a/2, 显 而 易 见 。) 现在 通过 适当 的 旋转 和 平移 后 可 以 假 
设 y 0， 以 及 连接 z 和 0 的 线 与 x, 坐标 轴 所 成 的 角 等 于 三 角形 的 边 与 x， 坐标 轴 所 
成 的 角 。 这 个 角度 可 取 为 y， 其 中 yy 之 a/4。( 见 图 7) 

在 这 个 图 里 有 通过 x。 坐标 轴 反 射 而 产 
生 的 一 种 替代 的 可 能 情况 。 

有 了 这 个 图 在 心中 ， 我 们 如 图 8 所 标 
明 的 那样 构造 矩形 R。 

它 有 平行 于 x, 坐标 轴 的 长 边 ， 包 含 贺 
得 B.;(z)， 且 的 每 条 平行 于 x 坐标 轴 的 
线段 与 三 角形 的 边 (延长 线 ) 相交 。 

注意 到 z 的 坐标 是 ( -5siny,6cosy ) 。 
我 们 选取 “ 二 siny， 则 B.s(z) 和 = 位 于 同 7 
一 个 〈 左 ) 半 平 面 。 图 7 矩形 R 的 布局 

然后 我 们 将 注意 力 集中 到 两 个 点 : Pl， 
位 于 xi 坐标 轴 上 ， 是 x| 轴 与 矩形 远 的 边 的 交点 ; P;, ， 在 和 矩形 远 的 边 的 拐角 处 ， 即 
外 三 角形 的 边 ( 延 长线) 与 矩形 远 的 边 的 交点 。 忆 | 的 坐标 是 ( -a,0)， 其 中 a =6c， 
+ 5siny。 户 的 坐标 是 | -a, -5 。 注 意 到 忆 与 原点 的 距离 为 a/siny， 也 就 是 
6 +p6ci/siny 过 26， 由 于 ci 二 siny。 


现在 我 们 观察 到 和 矩形 长 边 的 长 度 等 于 位 于 * 轴 上 方 的 部 分 和 下 方 的 部 分 之 和 。 


段 


< 
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上 面部 分 的 长 度 等 于 圆 盘 的 半径 加 上 z 的 高 度 ， 即 ce/6+6cosy 三 26。 下 面部 分 的 长 


一 了 < 28， 由 于 ci 二 siny。 我 们 发 现 和 矩形 的 长 边 长 度 


度 等 于 a/tany， 即 6cosy + 6cl 
siny 


<46。 

现在 由 构造 过 程 易 知 和 矩形 R 内 的 
每 一 条 从 B,(z) 出 发 与 x, 轴 平 行 的 垂 
直线 段 都 与 连接 0 和 P, 的 线 相 交 (三 
角形 一 边 的 延长 线 )。 而 且 ， 关 三 角形 
的 这 条 边 的 边 长 1! 大 于 P, 到 原点 的 距 
离 ， 则 线段 与 三 角形 相交 。 当 这 一 相 
交 发 生 时 ， 从 B.s(z) 出 发 的 线段 一 定 
与 2 相交 ， 这 是 因为 三 角形 在 2 之 
外 。 因 此 ， 车 1 三 26 想 要 的 相交 发 生 ， 
结论 (1) ~ 结论 (3 ) 得 到 验证 。( 我 们 将 
暂时 地 提出 限制 6 二 1/2,) 

现在 我 们 沿 B.(z) 内 的 每 一 条 平 
行 于 R 中 的 x, 轴 的 线段 积分 ， 该 线段 
连续 向 下 直到 碰 到 92， 称 这 条 线段 为 7 
(xi )。 然 后 ， 利 用 式 (30) 有 


和 | v(x 2 ) ?dx, < 2 人 | 


Li(xl) 


图 8 圆 盘 8.。(z) 和 和 矩形 尺 包含 它 


2 
dws ， 


Ov 
——( Ni 
3 2) 


对 x 积分 得 到 


时 [atay [2 Ma | (ToC) 132 二。 


然而 ， 当 6 三 2 时 Bi(z)CR,RCB.s(z)。 从 而 在 5 很 小 的 假设 下 ， 即 5 入 1/2 
建立 了 想 要 的 不 等 式 (32)。 当 5> 12 时 只 需 利 用 天 然 的 估计 式 (29) ， 命 题 获 证 。 
因此 完成 了 定理 的 证 明 。 


$5 习题 

1. 假设 feD(R") 和 kelL'(R’)。 

(a) 证 明 对 ae x(f*h)(x) 二 /x -7)k(Y)qdy 收敛 。 
(b) 证 明 |A* 开 cao 且 Flaacao | 大 wpe 

(c) 对 ae 建立 (11)(E) 一 大 (二 ) 广 ( 寺 ) 。 


(d) 算 子 =/* 上 是 傅 里 叶 乘 子 算 子 ， 其 中 乘 子 m( 上 ) 一 大 (E) 。 
【提示 : 参见 第 2 章 习 题 21。】 
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2. 考虑 最 初 对 R ,= 二 lte R: 上 >0| 中 有 紧 文 集 的 连续 函数 和 xeER 和 定义 的 梅 
林 ( Mellin) 变换 


M f(x) =[ /Dd 

证 明 (27) “AM 可 延 拓 为 从 天 (R ,dt/i) 到 (RR) 的 西 算 子 。 具 有 积 性 结构 
的 梅林 变换 在 R, 上 起 的 作用 ,与 具有 加 性 结构 的 全 里 叶 变 换 在 R 上 的 相同 。 

3. 令 P(z) 是 半 平 面 上 的 一 个 有 界 全 纯 函 数 。 用 两 种 方式 证 明 对 ae.x， 
limF(w +iy) 生 在 。 

(a) 利用 事实 F(z)/(z+i) 属 于 玉 (R” )，。 

(b) 注意 到 ca 一 Pi 守 ] 是 单位 圆 盘 内 的 一 个 有 界 全 纯 函 数 ， 且 运用 前 一 
但 的 习题 17 。 

4. 考虑 上 半 平 面 内 的 隐 数 (zs) 二 ee /(z+1i)。 注 意 到 对 每 个 y0 和 yy 一 0， 
F(x+iy) eL*(R")。 观 察 到 当 |z| 一 0 时 ,F(z) 一 0。 然 而 Fg#H (R%)， 为 什么 ? 

5, 对 去 0 令 5, ,表示 条 状 |z= 二 x%+iy,a 三 y 三 b|。 定 义 矿 (5, ;5) 为 5, ,中 使 


存量 
让 


[| 一 sup | .|F(z+iy)|?dx<m 


HA Sa a=y<b 
的 全 纯 函 数组 成 的 空间 。 分 别 定义 厂 (5,。) 入 (5S_,，) 为 半 平 面 |z 一 x+ 
iy,y 之 a| 和 |z 二 x+iy,y 三 b| 上 的 哈代 空间 的 明显 变 体 。 

(a) 证 明 FeH(S,,) 当 且 仅 当下 可 以 写成 


Fa) =| WE) ea, 


其 中 上 | 成 的 | + et)dt<m 。 


(b) 证 明 每 个 Fe 开 (5,,) 都 可 分 解 成 = 二 6G, +6,， 其 中 Gl eH(5S, 。) 而 CC 
a 
(c) 证 明 _ lim F(x+iy) 二 F(x) 在 LL 范 数 以 及 几乎 处 处 的 意义 下 存在 ， 


上 月 lim (x+iy) 有 相似 的 第 冬 。 


a<y<bhb.y—» 
6. 假设 是 C= R? 中 的 一 个 开 集 ， 上 且 令 大 为 蕊 (0) 的 由 上 的 全 纯 函 数组 
成 一 个 子 空间 。 证明 允 是 必 (2) 的 一 个 闭 子 空间 ， 因 此 是 一 个 有 下 列 内 积 的 希 尔 
伯 特 空间 


(fg) =| 开 克 g(z)dxdy, 其 中 z= 二 x + iy。 


【提示 : 证 明 对 fe 刀 ， 对 zeQ 有 |f(z) < yl, 其 中 c= 二 ~-'“， 利 用 均值 


5 习题 
性 质 表达 式 (9) 
收敛 。】 


7. 跟 进 之 前 的 习题 ， 证明 : 
(a) See ED 则 


。 从 而 阁 1f1 是 允 中 的 一 个 柯 西 列 ， 则 它 在 2 的 紧 子 集 上 一 致 


02, 
(b) 和 


B(z,w) = p,(z) p(w) 
nw 0 
对 (z，w)eQxQ2 绝 对 收 钱 ,上 且 与 7 的 规范 正 交 基 jp5, | 的 选择 无 关 。 
(cec) 要 证 明 (b)， 用 下 列 性 质 刻 画 称 为 们 格 曼 (Bergman) 核 的 函数 B(z， 
是 有 用 的 。 邻 T 是 (0) 上 的 线性 变换 ， 它 定义 为 
Tf(z) =|,B(z,w0)/(w) dudv, w= + iv, 
则 TT 是 站 (0) 到 Xt 的 正 交 投影 。 


10 ) 


2c 


(d) 假设 2 是 单位 圆 盘 ， 则 Je 允 恰好 当 几 zz) 一》 a,z 


n=0 


> | a， 1 让 1 一 之 


所 三 人 


"， 其 中 


二 “| 是 的 一 组 规范 正 交 基 。 此 外 ， 这 种 情况 下 有 
n=0 


| ] 
的 一 
8. 继续 习题 6， 假设 人 是 上 半 平 面 R  ， 则 每 个 ye KH 有 一 个 表示 


gay =Var[ fi(e)emtde, zeR, (34) 


其 中 上 | 所 ()|* 营 <w。 而 且 ， 由 式 (34) 给 出 的 映射 和 一 /是 一 个 从 


(0,« ) 党) KH 的 西 射 。 


9. 今 且 为 希 尔 但 特 变 换 。 验 证 
(a) H*= 二 =8H, 于 =-I, 且 五 是 一 个 西 射 。 
(b) 若 7 表示 平移 算 子 , 7, (1 (x) 二 f(x -hh)， 则 五 和 7 可 交换 ,7,H== Hr 。 


(c) 若 5 表示 扩张 算 子 ,6,( 门 (xz) 王 Faxz)， 其 中 aa 二 0, 则 五 和 656, 可 交换 ， 
5,H =H8, . 


逆 命 题 由 下 面 的 问题 5 给 出 。 


= 问 人 
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10. 设 feL(R) 而 u(x,y) 是 f 的 泊 松 积分 ， 正 如 前 面 式 (10) 给 出 的 ,w= 
(f*P,)(x)。 令 v(x,y) 二 (Hf* PP,)(x)， ff 的 希 尔 伯 特 变换 的 泊 松 积分 。 证 明 : 

(a) F(x+iy) 二 w(x,y) +iv(x,y) 在 半 平 面 R 内 是 解析 的 ， 因 此 w 和 w 是 共 
力 调和 晴 数 。 我 们 还 有 一 limu(%,y) 和 = Up mys 


(b) F( 


共 二 泊 松 核 ， 


(0) whss, F=f* @,s 其 中 Q,(#) = 二 本 


【 提示 : 注意 一 一 一 Py(z) +iQ, (x), z=x+iyo]) 
11. 说 明 
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] i = 
{rs pr | 
是 H(R”) 的 一 组 规范 正 交 基 。 


注意 到 | 一 5 (5 } 是 以 (R) 的 一 组 规范 正 交 基 ; 参见 前 一 章 的 
(1+X)\1i+x 
习题 9。 


【 提示 : 只 需 证 明 若 Fe H(R', ) 且 


n=0 


n=0 


[, F(x) de 中 


则 FF==0。 利 用 柯 西 积分 公式 证 明 
(§) COD) 1 


从 而 下 ( 拉 =0,n=0,1,2,"56] 
12. 考虑 不 等 式 


ulljzc0n,e cL( u) | zco) 

对 无 界 开 集 0 是 否 成 立 。 

(a) 假设 d 宇 2。 证明 对 每 个 常 系数 偏 微分 算 子 IL， 存在 无 界 连 通 开 集 中 使 得 
上 式 对 所 有 的 we Ce (2) 成 立 。 

(b) 证 明 对 所 有 we Ce (R”) ,zcrs 夺 cLGu) 上 cri 当 且 仅 当 对 所 有 的 
E&P(E) | 宇 c>0,， 其 中 是 上 的 特征 多 项 式 。 

【提示 : 关于 (a)， 首先 考 虑 工 = 二 (9/9x1 )"” 和 条 状 |x: -1 过 x 三 1|。】 

13. 假设 工 是 一 个 常 系数 线性 偏 微分 算 子 。 证 明 当 d 宇 2 时 , L(u)==0, ue 
Cz (R") 的 解 u 组 成 的 线性 空间 不 是 有 限 维 的 。 

【提示 : 考虑 P(L ) 的 零点 5 ,《 e C", 其 中 是 的 特征 多 项 式 。】 

14. 假设 和 G 是 有 界 区 间 [a,b] 上 的 两 个 可 积 函数 。 证明 6 是 严 的 弱 导 数 当 
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上 且 仅 当政 可 以 在 一 个 零 测度 集 上 修正 
函数 值 ， 使 得 到 绝对 连续 且 对 几乎 每 
个 x,F'(x)= G(x)6 
【提示 : 若 6 是 下 的 弱 导 数 ， 利 用 1 
一 个 通 近 证 明 
b b 
| C(x) p(x) d= -| F(x) G(x) dx 
对 图 9 中 阐明 的 函数 w 成 立 。】 We :Eh 
15. 假设 fe 己 (R4) 。 证 明 存在 ge 人 
(RR") 使 得 在 弱 意 义 下 
人 We 
(Ba) f*) = az) 
当 且 仅 当 
(27it)*f(€£)=g(€) E 大 (R?) 。 
16. 索 们 列 夫 (Sobolev) 租 入 定理 。 假 设 n 是 大 于 4d/2 的 最 小 整数 ， 若 
fe 信 (R') 且 在 弱 意 义 下 对 所 有 1<|a|<n,( 声 ) fe 7(R') 


则 可 以 在 一 个 去 测 度 集 上 修正 了 的 值 使 它 连 续 且 有 界 。 

【提示 : 依据 六 表达/， 用 柯 西 - 施 瓦 区 不等式 证 明 f eL'(R’)。】 

17. 当 n= 二 = d/2 时 ， 索 伯 列 夫 艇 入 定理 的 结论 不 成 立 。 考 虑 d ==2 的 情形 ， 令 
f(x)==(logl/|x|)"n(x)， 其 中 是 一 个 光滑 的 截断 函数 ， 在 原点 附近 n= 二 1， 而 
若 |x| 宇 1/2, 则 (x)=0。 令 0 过 a 过 172。 

(a) 验证 wax 和 max 在 弱 意 义 下 属于 LL 。 

(b) 说 明 不 能 在 一 个 雪 测 度 集 修 正 了 的 值 使 之 成 为 在 原点 连续 的 函数 。 

18. 考虑 线性 偏 微分 算 子 


Qa 
L = | 一 一 5 
bp = 
则 
P(é)= > Q (2T71€)" 


称 为 上 的 特征 多 项 式 。 奉 对 某 个 .> 各 革 有 光 轨 大 关 5， 
POE | |*, 
则 称 微分 算 子 工 为 椭圆 型 的 。 
(a) 检验 二 为 椭圆 型 的 当 目 仅 当 于 ,a。(2m#)" 只 在 一 0 时 等 于 零 。 
(b) 硅 工 为 椭圆 型 的 ， 证 明 对 某 个 cc 二 0 不等式 
(2)'e i ce leRo+|e lzzcRe ) 


be 2 
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对 所 有 pg eC (2) 和 |a| 科 于 成立 。 

(ec) 反之 , 若 (b) 成 立 ， 则 二 是 椭圆 型 的 。 

19. 假设 “在 一 个 被 刺 破 的 单位 圆 盘 D*=|ze C,0 二 |z|<1| 内 是 调和 的 。 

(a) 证 明 车 在 原点 连续 ， 则 w 在 整个 单位 圆 盘 上 调和 。 

【提示 : 证 明 w 是 弱 调 和 的 。】 

(b) 证 明 关于 被 刺 破 的 单位 圆 盘 的 狄 利克 雷 问 题 一 般 是 不 可 解 的 。 

0. 令 玉 是 单位 圆 盘 的 闭 包 D 上 的 连续 函数 。 假 设 在 ( 开 ) 圆 盘 D 上 是 属 
于 C 的 , 且 [ |VF|?<%。 


十 2 


令 f(e") 表 示 FF 在 单位 圆 的 限制 , 记 f(e*) ~ 》 ae"”。 证 明 》 | 


由 三 一 名 


从 
| a, | “ 才 .BB , 


【 提示 : P(ree)- FP,(r)e”w”， 其 中 外 (1) 二 a,。 用 极 坐标 表示 | | VF|”， 
Rp 
>|F(?<L- [lekarr i), |F(7)| ?dr, 
将 此 应 用 于 F=F,, L=|n|。】 
6 问题 
1. 假设 fo(x) e L(R*)， 则 存在 一 个 整 的 解析 函数 ， 使 得 对 所 有 ze C， 
| F(z) | 过 Ae*1:1， 且 (x) 二 F(x)a.e.xeR 的 充 要 条 件 是 当 |E€ | a/2n, Fo(E)= 


2% 
:< 外 0 ( 译 者 注 : 整 的 解析 函数 国内 教材 称 为 整 函 数 ) 。 


【提示 : 考虑 正则 化 F*(z) 一 F(z-4) gs(t) di， 并 对 它 运 用 第 二 本 书 即 
《 复 分 析 》 第 4 章 定理 3.3 的 方法 。] 


2. 假设 0 是 R* 的 一 个 有 界 开 子 集 。 一 个 边界 利 普 希 芯 弧 y 是 802 的 一 部 分 ， 
经 过 坐标 轴 旋 转 之 后 可 以 表示 为 


ye 
其 中 a 二 b 上 且 yYC 30。 还 假设 
n(x} -n(x ) EM -x’| ,对 wi ,x1 Ela,.b], (35) 


此 外 ,车 ys 二 { (zx2): xo -86g(xi) 声 x}， 则 ys 门 2=@B 对 某 个 8 二 0 成立。 
(注意 到 车 ne C'([a,b] )， 则 满足 条 件 式 (35)。，) 

假设 2 满足 下 列 条 件 ， 存 在 有 限 个 开 圆 盘 Di ,D,,… ,Dy， 满足 30 CU Dj， 7 
每 个 j,30 门 D, 是 一 个 边界 利 普 希 芯 弧 ( 见 图 10)。 从 而 0 满足 定理 4.12 的 外 三 角 
形 条 件 ， 保 证 了 边 值 问题 的 可 解 性 。 


6 问题 


3.* 假设 有 界 区 域 2 以 简单 闭 连续 曲线 为 边 
界 ， 则 关于 2 的 边 值 问题 是 可 解 的 。 因 为 存在 从 
单位 圆 盘 D 到 0 的 共 形 映射 B， 它 可 延 拓 为 一 个 
从 万 到 0 的 连续 双 射 。( 见 1.3 节 和 书 卫 第 8 章 问 
题 6* 。) 

4. 考虑 由 图 11 给 出 的 R? 中 的 两 个 区 域 2。 

集合 工 的 边界 是 一 条 光滑 曲线 ， 有 一 个 内 部 的 
尖 头 。 集 合 开 类 似 ， 除 了 它 的 尖 头 在 外 部 。 工 和 (Dn 
都 在 问题 3 的 结果 的 范围 内 ， 因 此 在 每 种 情况 下 ， 时 
过 值 问题 都 可 解 。 但 是 ，I 满 足 外 三 角形 条 性 而 ， ，” 站 下 营 硕 泡 弧 构 成 的 区 并 
不 满足 。 

5. 设 了 为 己 (R4) 上 的 一 个 傅 里 叶 乘 子 算 子 ， 即 假设 存在 一 个 有 界 函 数 m 使 得 
对 所 有 JE 己 (R4) ，(1) (8)=m(&)f(é), 则 T 和 7 可 交换 ,mi7 一 T7, ,其 中 对 所 有 
heR’, 7,(f) (x)=f(x -h). 


区 域 区 域 T 
图 11 有 类 头 的 区 域 


反之 ,任何 上 2(R") 上 与 平移 算 子 可 交换 的 有 界 算 子 都 是 傅 里 叶 乘 子 算 子 。 

【 提示: 只 需 证 明 若 一 个 有 界 算 子 了 和 指数 函数 ex"*"* 的 乘积 可 交换 (he 
R")， 则 存在 m 使 得 对 所 有 ge/(R") ,Tg(é&)= 二 m(&)g(#)。 为 此 ， 首 先 证 明 对 所 
有 geL(R’), 

T(gBg)= BT(g), 其 中 BeC® (R’), 
然后 ， 对 充分 大 的 N， 选 择 @ 使 得 它 在 球 |& | 过 NN 内 等 于 1, 则 m(#)= ?了 (@) 
(£), |€|<N.]) 

作为 这 个 定理 的 推论 ， 证 明 车 7 是 以 (R*) 上 的 一 个 有 界 算 子 ， 它 与 平移 算 子 
和 扩张 算 子 (同上 面 习 题 9) 可 交换 ， 则 
(a) 大 (7T 门 ( 一 x) 二 7T(f( -x)), 则 T=cI， 其 中 cc 是 一 个 适当 的 常数 而 1 是 恒 
同 算 子 。 

(b) 车 (TD(-x)==-7T(f( -x)), 则 T= cH， 其 中 c 是 一 个 适当 的 常数 而 昌 
是 希 尔 伯 特 变 换 。 
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6. 这 个 问题 给 出 了 (R") 和 如 (R") 上 的 分 析 之 间 对 比 的 例子 。 
若 f 在 R* 上 局 部 可 积极 大 值 函 数 /* 定义 为 


a 1 
f(x)=sup By h A dy, 


其 中 上 确 界 对 所 有 包含 点 x 的 球 取 。 
完成 下 面 关 于 证 明 存 在 常数 C， 使 得 
f° Nene C If ra 
的 概要 。 换 言 之 , 将 f 映 到 f* 的 映射 (虽然 不 是 线性 的 ) 在 (RR") 上 是 有 界 的 ， 
这 明显 不 同 于 我 们 在 第 3 章 中 看 到 的 己 (R“ ) 的 情形 。 
(a) 对 每 个 wa 过 0, 证 明 车 /eZL(R")， 则 


m( {x: f°(x)>al ee 


te 
这 里 ， 取 4 三 3 就 行 。 
【提示 : 考虑 f(x)=f(x), 若 |f(x)| 宇 a/2， 否则 等 于 0。 检验 fi eL(R")， 


[f(x)| dx。 


且 
(zx: f(x)> altCi!x: F(a ) 
(b) 证 明 
| 志 [f(x)| “dx =2 [ am(l E,)da, 
其 中 = 二 {wx: 了 f(x) 之 al。 
(ec) 证 明 上 fe wRj 伟 Cf ecRon 
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立即 建议 的 是 ， 通 过 定义 和 处 理 抽象 对 象 ， 这 些 对 象 不 
必 满 足 所 要 建立 的 理论 的 那些 要 求 之 外 的 其 他 条 件 ， 将 这 些 
特征 性 质 自身 作为 研究 的 主要 对 象 对 待 。 

这 个 程序 或 多 或 少 不 自 觉 地 被 每 个 时 代 的 数学 家 所 运用 。 
欧 几 里 得 几何 学 和 16、17 世纪 的 文字 代数 学 就 是 以 这 种 方式 产 
生 的 。 这 个 称 为 公理 化 方法 的 方法 ， 仅 仅 在 当今 时 代 才 实现 了 
该 方法 的 持续 发 展 并 且 完 成 了 它 的 合乎 逻辑 的 结论 。 

我 们 的 意图 是 用 刚才 描述 的 公理 化 方法 处 理 测 度 和 积分 


FP 
oy 5 ~ 


理论 。 
C. Carathéodory, 1918 
和 


积分 在 许多 数学 分 文中 扮演 了 一 个 重要 的 角色 。 当 处 理 出 现在 各 种 不 同 空间 上 的 分 
析 笠 的 问题 时 ， 它 以 多 种 形式 被 用 到 。 尽 管 在 某 些 情况 下 只 需要 在 这 些 空间 上 求 连续 画 
数 或 其 他 简单 函数 的 积分 ， 而 一 些 其 他 问题 的 更 深入 研究 需要 基于 更 为 精炼 的 测度 论 思 
想 的 积分 。 这 些 思想 的 发 展 ， 超 越 了 欧 几 里 得 空间 R" 的 情形 ， 是 本 章 的 目标 。 

这 些 理论 的 出 发 点 是 卡拉 泰 奥 多 里 (Carathéodory) 时 有 成 效 的 洞察 力 和 相应 
的 导致 在 非常 一 般 的 背景 下 构造 测度 的 定理 。 一 旦 这 个 构造 实现 了 ， 在 一 般 情形 下 
的 积分 的 基本 事实 的 演绎 就 可 以 用 熟知 的 途径 得 到 。 

我 们 应 用 抽象 理论 以 得 到 几 个 有 用 的 结果 : 乘积 测度 理论 ; 极 坐 标 积分 公式 ， 
它 是 乘积 测度 理论 的 一 个 推论 ; 勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 (Lebesgue-Stieltjes) 积分 和 相 
应 的 实 下 线 上 的 博 雷 尔 测 度 的 构造 ; 以 及 绝对 连续 的 一 般 概 念 。 最 后 ， 我 们 处 理 遍 
历 理论 中 的 一 些 基 本 的 极限 定理 。 这 不 仅 给 出 了 我 们 建立 的 抽象 框架 的 用 途 的 一 个 
说 明 ， 而 且 提 供 了 与 第 3 章 人 研究 过 的 微分 定理 之 间 的 联系 。 


1 抽象 测度 空间 


测度 空间 是 由 配备 两 个 基本 对 象 的 集合 X 组 成 : 

(1 )“ 可 测 ” 集 组 成 的 o 代数 M ， 它 是 由 XX 的 子 集 构成 的 ， 在 补 、 可 数 并 和 
交 的 运算 下 封闭 的 非 空 簇 。 

( 工 ) 测度 : M 一 1L0,% | 满足 下 面 的 决定 性 性 质 : 硅 E,E,,… 是 M 中 可 数 
个 两 两 不 相交 的 集合 ， 则 
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p (U5) -Pus,). 
因此 为 强调 其 三 个 主要 组 成 部 分 ,通常 用 三 元 组 (和 著 , M ,4) 来 表示 一 个 测度 空间 。 
但 是 ， 有 时 ， 在 不 引起 歧义 的 情况 下 将 测度 空间 的 这 一 记号 简写 为 (了 , 久 )， 或 简单 
地 记 为 外。 

测度 空间 的 一 个 经 常 具 有 的 特征 是 e 有 限 性 。 这 意味 着 让 可 以 写成 可 数 个 测 
度 有 限 的 可 测 集 的 并 。 

最 初 阶段 我 们 只 给 出 测度 空间 的 两 个 简单 例子 : 

a rT 其 中 了 是 一 eh 
数列 。 ee sy Pre 1 太一 1 时 ， 称 j 为 计数 测度 ， 
并 用 # 表 示 它 。 在 这 种 情况 下 ， 积 分 不 是 别 的 就 是 (绝对 ) 收敛 的 级 数 的 和 ， 

(站 ) 这 里 人 = R*，M 是 由 勒 贝 格 可 测 集 组 成 的 集 徐 ， 且 (EE) =| ae， 其 中 / 


是 一 个 给 定 的 R” 上 的 可 测 函 数 。 /== 1 的 情形 对 应 于 勒 贝 格 测度 。j 的 可 数 可 加 性 由 通 
常 的 可 加 性 和 第 2 章 证 明 过 的 非 负 函 数 的 积分 的 极限 性 质 得 到 。 

与 大 多 数 应 用 相关 的 测度 空间 的 构造 需要 进一步 的 思想 ， 我 们 现在 转 癌 对 这 些 
思想 的 阐述 。 

1.1 外 测度 与 卡拉 泰 奥 多 里 定理 

正如 第 1 章 考虑 的 勒 贝 格 测度 这 一 特殊 情形 一 样 ， 要 构造 一 般 情形 的 测度 和 相 
应 的 可 测 集 ， 需 要 “外 ”测度 的 前 提 概 念 。 这 个 概念 定义 如 下 。 

令 和 是 一 个 集合 。X 上 的 外 测度 (或 外 层 测 度 ) ,是 一 个 从 的 所 有 子 集 构 
成 的 集 艇 到 [0,w ] 的 函数 ， 它 满足 下 列 性 质 : 

( 1 pw, (2)= 

(1) 若 E, CB 则 ps (BE (Bb,)s 

( 才 ) 若 有 ;5E,,… 是 一 个 可 数 集 艇 ， 则 


p.(U E, SEB). 
例如 ,第 1 章 中 定义 的 R” 中 的 勒 贝 格外 测度 m ,具有 所 有 这 些 性 质 。 事实 上 上 ， 一 
大 类 外 测度 可 以 利用 一 簇 测度 已 知 的 特殊 集合 来 “ 窗 六 ”得 到 。 这 个 思想 被 1.3 
节 处 理 的 “预测 度 ” 的 概念 所 系统 化 描述 。 一 个 不 同类 型 的 例子 是 第 7 章 定义 的 a 
维 蒙 斯 多 夫 (Hausdorff) 外 测度 m2 。 

给 定 一 个 外 测度 多, ， 人 们 面临 的 问题 是 如 何 定义 相应 的 可 测 集 的 概念 。 在 R” 中 
的 勒 贝 格 测度 的 情形 ， 当 用 j, 考虑， 这 样 的 集合 是 通过 它们 与 开 (或 闭 ) 集 的 不 同 来 
刻画 的 。 对 于 一 般 的 情形 ， 卡 拉 泰 奥 多 里 找到 了 一 个 巧妙 的 替代 条 件 。 它 定义 如 下 。 

X 中 的 集合 是 卡拉 泰 奥 多 里 可 测 的 或 简单 地 说 是 可 测 的 ， 如 果 


(1) 对 每 个 4 性 X， 有 
WA)=p, (E[1A) +h, (E° (14), (1) 

换言之 ,在 将 任何 集合 4 分 成 对 于 外 测度 jw, 表现 良好 的 两 部 分 。 为 此 ， 式 
(1) 有 时 称 为 分 离 条 件 。 人 们 可 以 证 明 在 R* 中 取 勒 贝 格外 测度 的 式 (1) 所 定义 的 
可 测 性 概念 与 第 1 章 中 给 出 的 勒 贝 格 可 测 性 的 定义 等 价 (参见 习题 3)。 

我 们 作 的 第 一 个 观察 是 要 证 明 一 个 集合 是 可 测 的 ， 仅 需 验证 

对 所 有 AC Xn (A)>p,. (E[|A) +h, (E° [|4), 

因为 反方 向 的 不 等 式 可 通过 外 测度 的 次 可 加 性 ， 即 性 质 ( 道 ) 自动 得 到 验证 。 
我 们 从 定义 立即 可 以 看 到 外 测度 为 零 的 集合 一 定 是 可 测 的 。 

下 面 的 定理 总 结 了 关于 定义 (1) 的 引 人 注 目的 事实 。 

定理 1.1 给 定 一 个 集合 XX 上 的 外 测度 jw,， 由 卡拉 泰 奥 多 里 可 测 集 组 成 的 集 
复 M 构成 一 个 og 代数 。 此 外 , 到, 限制 在 M 上 是 一 个 测度 。 

证 显然 , BO 和 属于 MM， 且 条 件 (1) 固 有 的 对 称 性 说 明 只 要 Ee AM 就 有 E* 
e M， 从 而 M 是 非 空 的 ， 且 对 补 运算 封闭 。 

接 下 来 ,我们 证 明 NM 对 有 限 个 不 相交 集合 的 并 封闭 ， 以 及 j ,在 M 上 是 有 限 
可 加 的 。 事 实 上 , 车 轧 ，E,e M， 4 是 下 的 任何 子 集 ， 则 

nA)=p ,Ef |A) + Es |4) 
p(BE[\E[\A) + 到 Er | EA) + 
(Ef\ES(|A) +k (Er) ES)4) 
pd (EUE)(\A) +p. (EU E;)"[{14), 

其 中 在 前 两 行 首先 利用 E, 的 可 测 性 ， 然 后 利用 Ei 的 可 测 性 ， 最 后 一 个 不 等 式 
是 利用 凡 , 的 次 可 加 性 和 El UE,=(E [1E,)U(EI [1E,)U(E,f 人 5;) 得 到 的 。 从 
而 ， 有 EW 凯 E;eM， 且 车 Bl 和 ,是 不 相交 的 ， 则 

LA EU E,)=w (Bl{\( EU E,)) +p.( Ei[\( EU E,)) 
JE) +a By)s 

最 后 ， 仅 需 证 明 NM 对 可 数 个 不 相交 集合 的 并 运算 是 封闭 的 ， 即 多 ,在 M 上 是 

可 数 可 加 的 。 令 El，E,，… 表 示 M 中 两 两 不 相交 的 集合 所 成 的 可 数 徐 ,定义 


6, =U 以 及 G=U 6, 
对 每 个 n， 集合 C, 是 .M 中 的 有 限 个 集合 的 并 ,因此 6, e M。 此 外 ， 对 所 有 
Ed 1 
WAG {NA)=pAE, (Me, (1A)) + wlE: {)(6, {14)) 
=p,(E, (A) +,(G,-1f|4) 


= Pp EN A) ， 
/=1 


bss: 
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其 中 最 后 一 个 等 式 是 由 归纳 法 得 到 的 。 由 于 我 们 知道 6G, eM, 且 C CC， 故 


EAA=pE(G. [NAY 4nd A EB [NA rRAE | IAs 
j= 


令 n 趋向 于 无 穷 ， 得 到 
LAA) YA(E [IA) +h(6° (4) pCG{1A) +p.( 6° {14) 
二 


(4A)。 

因此 上 面 的 不 等 式 全 是 等 式 , 我 们 得 到 想 要 的 结论 Ge M。 此 外 ,在 上 面 取 4= 
G， 我 们 发 现 久 ,在 M 上 是 可 数 可 加 的 ,定理 证 毕 。 

我 们 先前 观察 到 的 外 测度 为 0 的 集合 是 卡拉 泰 奥 多 里 可 测 的 这 一 事实 表明 定理 中 的 
测度 空间 (站 ,MM ,x) 是 完全 的 : 只 要 Fe M 满足 u(F)=0 且 ECF, 则 EeAM，。 

1.2 度量 外 测度 

大 基础 集 X 被 赋予 “距离 函数 ”或 “度量 ”， 则 有 一 类 在 实践 中 有 趣 的 外 测度 。 这 
些 外 测度 的 重要 性 是 它们 诱导 出 由 XX 中 的 开 集 生成 的 自然 的 go 代数 上 的 测度 。 

一 个 度量 空间 是 一 个 集合 X， 它 被 赋予 满足 下 列 条 件 的 函数 d:X xX 一 [0,% )， 

(1) d(x,7)==0 当 且 仅 当 二 一 yu 

(下 ) 对 所 有 x,YeX,d(x,y) 二 d(y,%) 。 

( 卫 ) 对 有 所 有 x,y,zeX,d(x,z) 夺 d(x,y) +d(y,z)。 

最 后 一 个 性 质 当 然 称 为 三 角 不 等 式 ， 满足 上 述 所 有 条 件 的 阻 数 d 称 为 X 上 的 
一 个 度量 。 例 如 ， 具 有 d(x,y) 王 |x -7y| 的 集合 R“ 是 一 个 度量 空间 。 另 一 个 例子 
由 紧 集 K 上 的 连续 函数 组 成 的 空间 给 出 ， 其 中 d(f,g)= supyex |/(x) -g(x)|。 

一 个 度量 空间 (XX,d) 自然 地 装备 有 一 簇 开 球 。 其 中 

B (x)={yeX:d(x,y)<r| 

定义 了 中 心 在 x*， 半 径 为 r 的 开 球 。 结 合 这 一 点 ， 我 们 说 一 个 集合 OCX 是 开 的 : 
右 对 任何 xseO 都 存在 r 字 0 使 得 B,(x) 包 含 于 OO。 一 个 集合 是 闭 的 : 看 它 的 补 集 
是 开 的 。 有 了 这 些 定 义 ， 人 们 容易 验证 开 集 的 (任意 ) 并 仍 是 开 集 。 类 似 地 ， 闭 
集 的 交 仍 是 闭 集 。 

最 后 ， 如 第 1 章 的 第 3 节 一 样 ， 我 们 可 以 定义 测度 空间 工 上 的 博 雷 尔 o 代数 
By， 它 是 包含 让 中 所 有 开 集 的 最 小 的 og 代数。 换言之 ，Bx 是 所 有 包含 站 中 开 集 的 
0 代数 的 交集 。By 中 的 元 素 称 为 博 雷 尔 集 。 

我 们 现在 将 注意 力 转向 站 上 的 满足 在 “有 良好 分 离 ” 的 集合 上 具有 可 加 性 这 一 特殊 
性 质 的 那些 外 测度 。 我 们 证 明 这 一 性 质保 证 了 该 外 测度 在 博 雷 尔 o 代数 上 定义 了 一 个 
测度 。 这 个 论断 可 通过 证 明 所 有 的 博 雷 尔 集 都 是 卡拉 泰 奥 多 里 可 测 来 实现 。 

给 定 度量 空间 (站 ,d) 中 的 两 个 集合 4 和 B，4 和 B 之 间 的 距离 定义 为 

d(A,B)= infld(x,y):xeA,yeB!, 
于 上 的 外 测度 由。 是 一 个 度量 外 测度 : 知 它 满足 
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pA(AUB)=p,.(4) +p.(B),d(A,B)>0。 
这 个 性 质 在 勒 贝 格外 测度 的 情形 下 扮演 了 一 个 关键 的 角色 。 
定理 1.2 若 几 ,是 度量 空间 X 上 的 度量 外 测度 ， 则 X 中 的 博 雷 尔 集 是 可 测 的 。 
因此 ,限制 在 Bx 上 是 一 个 测度 。 
证 根据 By 的 定义 ， 仅 需 证 明 下 中 的 团 集 是 卡拉 泰 奥 多 里 可 测 的 。 因 而 ， 令 
表示 一 个 闭 集 而 4 是 X 的 一 个 子 集 ， 其 中 放 。(4) 达 w。 对 每 个 nn 二 0, 令 
A =|xeF°:[\A:d(lx, F) 1/n}, 


则 4, CC 4 ， 且 由 于 下 是 一 个 闭 集 ， 故 有 天 站 4 一 U 4,。 而 且 F 站 4 和 4， 
之 间 的 距离 宇 1/n， 由 于 ,是 度量 外 测度 ， 所 以 有 
pA A)p FAVUA,)=p. (F(A) +n,(4,), {2 
接 下 来 ， 我们 断言 
\ limp (Ah,)=p.(F° {14). (3) 
为 看 到 这 一 点 , 邻 B, = 4, ,[14: 且 注 意 到 


a B, A 
事实 上 , 大 x*eB,,l 且 d(x,y) 二 1/n(n+1)， 三 角 不 等 式 表明 d(y,Ff) 三 1/n， 因 此 
y 4,。 从 而 

ps Azir) pp. Bo A 1)=p.( Bs) t+ Asg 1)s 


k 
Ka Asp+1) > .1(B,)s 
=| 


类 似 的 论证 可 得 
大 
,A ) > Yn, Bi ) o 
j=1 


因为 , (4) 是 有 限 的 ， 所 以 级 数 Z, (By) 和 ZX.(B8>-1) 都 是 收敛 的 。 最 后 ， 我 
们 注意 到 
jh) pF NA) 过 六 (4 ) + p(B,), 
l 


这 证 明了 极限 式 (3)。 在 不 等 式 (2) 中 令 nn 趋 于 无 穷 ， 则 及 , (4)2p,(F[14)+ 
放 .(F*[14)， 因 此 ， 正 如 我 们 所 要 证 明 的 ,，F 是 可 测 的 。 

给 定 一 个 度量 空间 X， 定 义 在 X 中 的 博 雷 尔 集 上 的 测度 称 为 博 雷 尔 测 度 。 对 
所 有 (半径 有 限 的 ) 球 赋予 有 限 测度 的 博 雷 尔 测度 满足 一 个 有 用 的 正则 性 质 。 注 
意 对 任何 球 B 都 有 j(B) 二 %w 的 要 求 在 实践 中 出 现 的 很 多 (但 并 非 全 部 ) 情况 下 是 
满足 的 2 。 当 它 成 立时 ， 我 们 得 到 下 列 命题 。 


〇 这 个 限制 对 于 下 一 章 考 虑 的 豪 斯 多 夫 测 度 不 总 是 成 立 。 
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命题 1.3 假设 凡是 在 并 中 所 有 半径 有 限 的 球 上 取 有 限 值 的 博 雷 尔 测 度 ， 则 对 
于 任何 博 雷 尔 集 & 和 任 给 的 二 0， 存 在 开 集 O 和 闭 集 使 得 EC O 且 (OO-E) 
<s, 出 FCEBHN(E-F)< ss 


证 我 们 需要 下 面 的 初步 观察 。 假 设 F* 一 Fi， 其 中 F, 是 闭 集 ， 则 对 任 给 


的 ee 二 0， 可 以 找到 一 个 财 集 下 人 “使 得 jy(F”- 玉 ) 二 se。 要 证 明 这 个 事实 ， 需 假 
设 集合 1 Fi| 是 递增 的 。 固 定 一 个 点 加 EX， 且 令 B, 表示 球 1x:d(xz,z) 王 由， 其 中 


B, =10}。 由 于 UU B ,一 三 ， 故 有 


FJ(FT(B, -B.. )). 
现在 对 每 个 n，F* 门 (B, - B,_1 ) 是 递增 的 闭 集 列 Fi 门 (B, - B,_1) 当 kw 时 的 极 
限 ， 因 此 (回忆 起 B, 测 度 有 限 ) 我 们 可 以 找到 NN 二 N(n) 使 得 (F* -Fy,,) 门 (B， 
-B,-_1) 测 度 小 于 e/2”。 关 令 


F=U (Fun {NB, = 


可 得 -的 测度 小 于 a/2" 二。 。 我 们 可 以 看 到 F 门 8 是 闭 集 ， 因 为 它 是 闭 集 
| 


的 有 限 并 。 从 而 是 一 个 闭 集 ， 因 为 易 见 ， 当 对 所 及 都 有 下 门 8, 是 闭 集 时 集合 F 
是 闭 集 。 

已 经 建立 了 观察 ， 我 们 称 所 有 满足 命题 结论 的 集合 组 成 的 簇 为 C。 首 先 注意 到 
若 五 属于 C， 则 它 的 补 集 也 自动 属于 C。 


现在 假设 一 E,， 其 中 每 个 Ee C， 则 存在 开 集 O,，O 局 E， 使 得 


(Oi -4)<e/2"。 然而 , 车 QO=U Oi, 则 0O-ECU(O-E)， 因而 4(O- 


> ES/2" =&。 


tee, we 
前 可 得 1(E-F* )<<s。 然 而 ,FP' 不 一 定 是 闭 集 ， 下 我 机 可 隘 利 队 机 纲 放 扩 
一 个 闭 集 FCF"* 满足 (F* -F)<s， 从 而 (5-F) 过 2s。 由 于 是 任意 的 ， 
证 明了 了 UE 属于 C. 

最 后 我 们 注意 到 任何 开 集 O 在 C 中 。 命 题 中 关于 用 开 集 包含 的 性 质 立即 可 得 。 
要 想 找 到 一 个 闭 集中 CO, 使 得 (OO-F)<e, 令 FF = 二 |xeB,:d(x,O") 宇 1/k|, 则 
显然 每 一 个 F, 是 闭 集 且 o=U F,， 我们 只 需要 再 一 次 利用 观察 就 可 以 找到 想 要 
的 集合 忆 由 此 我 们 证 明了 CC 是 包含 所 有 开 集 ， 从 而 包含 所 有 博 雷 尔 集 的 e 代数 。 


因此 命题 获 证 。 

1.3 延 拓 定理 

正如 我 们 已 经 知道 的 ,我 们 从 给 定 一 个 外 测度 出 发 就 可 以 构造 了 X 上 的 一 类 可 
测 集 。 然 而 ， 外 测度 的 定义 往往 依赖 于 一 个 更 为 原始 的 ， 定 义 在 较 简单 的 集合 类 上 
的 测度 的 思想 。 这 就 是 下 面 定 义 的 预测 度 的 作用 。 我 们 将 要 证 明 ， 任 何 预测 度 都 可 
以 延 拓 成 上 的 测度 。 我 们 以 几 个 定义 开始 。 

设 和 是 一 个 集合 。X 中 的 一 个 代数 是 由 阅 的 子 集 构成 的 这 样 的 一 个 集 簇 ; 它 
在 补 、 有 限 并 ， 以 及 有 限 交 运算 下 封闭 。 令 A 为 《中 的 一 个 代数 。 代 数 A 上 的 预 
测度 是 一 个 函数 6 :A 一 [0,% ] 它 满足 

(1) (j=0。 


(站) 车 ,Es，… 是 A 中 的 两 两 不 相交 的 集合 组 成 的 可 数秒， 其 中 El e 
A， 则 
m{(U E, | 一 》 Jol E,) 6 

王 和 一 汪 
特别 地 ,jo 在 A 上 是 有 限 可 加 的 。 
由 预测 度 产生 外 测度 是 一 个 自然 的 过 程 。 
引 理 1.4 车 jo 是 代数 4 上 的 预测 度 ， 在 矶 的 任何 子 集 已 上 定义 彤 。 为 

ACE) 一 inf{ 罗 po(B):ECU Ej, 对 所 有 的 有 Ee A}。 
= /= 


则 py, 是 XX 上 的 外 测度 。 它 满足 : 

(1) 对 所 有 EeA, p44.(E)=pyol(E)。 

(ja) 4 中 的 所 有 集合 在 (1) 的 意义 下 是 可 测 的 。 

证 证明, 是 一 个 外 测度 没有 什么 困难 。 为 看 到 为 什么 jv 限制 在 A 上 是 与 wo 一 
怪 的 ,假设 EeA。 显 然 ， 由 于 EE 窗 关 它 自己 ， 人 们 总 是 及,(E) jwo(B)。 要 证 明 反 


方向 的 不 等 式 ， 令 CU 局， 其 中 对 所 有 的 7 有 eA。 则 ， 若 设 
‘Bi=ENN(E, -U 又 和 
这 些 集合 不是 A 中 不 相交 的 元 素 ，EiC EB 且 一 UE%。 根据 预测 度 定义 中 的 
(让 ， 有 
Lol E) = 51) < Ppol En) 8 


因此 ， 可 得 想 要 的 结果 j,(E) 三 po(E)。 
最 后 ， 我 们 必须 证 明 4 中 的 集合 关于 ,是 可 测 的 。 令 4 为 X 的 任 一 子 集 , Ee A， 


且 s 0。 根据 定义 ,存在 A 中 的 集合 El ，E,，… 组 成 的 可 数 乌 使 得 4 CU 万 且 
7 


SS 
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2, ho ( E;) (A) + 
j=] 


由 于 po 是 一 个 预测 度 ， 它 在 4 上 是 有 限 可 加 的 ， 从 而 
Duo E;) = joltE[lE) + Do (E"[{\E,) 
| 17=1 7 = 


>p,(E(|A) +p,(E° (4) 

由 于 是 任意 的 ， 故 得 到 想 要 的 结论 义 , (4) 三 六 。 (下 人 4) +p,(E*[14)。 

根据 定义 由 代数 4 生成 的 er 代数 是 包含 A 的 最 小 的 og 代数。 上 面 的 引 理 提供 
了 将 A 上 的 jo 延 拓 到 由 A 生成 的 e 代数 上 的 测度 的 一 个 必要 步 又 。 

定理 1.5 假设 4 是 不 中 的 集合 的 一 个 代数 ，m 是 A 上 的 预测 度 ,， 而 M 是 
由 A 生成 的 og 代数， 则 存在 M 上 的 测度 yj， 其 为 jo 的 延 拓 。 

下 面 注意 到 在 测度 jy 是 o 有 限 的 假设 下 , 是 jo 的 唯一 延 拓 。 

证 ”由 jo 诱导 产生 的 外 测度 jw,， 定 义 了 一 个 卡拉 泰 奥 多 里 可 测 集 的 og 代数 
上 的 测度 yq。 从 而 ,根据 前 一 个 引 理 的 结果 , j 也 是 jo 延 拓 到 M 上 的 测度 。 (我 
们 应 当 观 察 到 一 般 情况 下 集 类 MM 不 会 与 在 式 (1) 的 意义 下 可 测 的 所 有 集合 组 成 的 
类 一 样 大 。) 

为 证 明 当 及 是 ex 有 限时 延 拓 是 唯一 的 ， 我 们 论证 如 下 。 假 设 > 是 M 上 的 另 一 
个 测度 ， 满 足 限制 在 4 上 与 wo 一 致 ， 且 假设 PEe AM 测度 有 限 ， 我 们 断言 uy(F)= 
v(F)。 若 CUE,, 其 中 EeA， 则 


v(F) < Sv(E,) = po(E,) y 
Fe Fe 


因此 v(F) 志 (F)。 要 证 明 相 反方 向 的 不 等 式 ， 注 意 到 车 = Bj;， 则 由 vv 入 是 
两 个 在 4 上 一 致 的 测度 的 事实 给 出 
(FE)= limv( U E,)=— limp( U p)=p(E). 
看 选取 集合 五 使 得 由 ( 怀 ) 委 册 ( 下 ) +e， 则 AP) 二 mw 这- 事实 蕴含 者 (Ek -FF)< ， 
从 而 
nL(F)<p(E)=v(E)=v(F) +v(E-F)<v(F) +u(b -FrF) 
<p(F)+eo 
由 于 e 是 任意 的 ， 故 得 到 想 要 的 jy(F)<v(F)。 

最 后 ,我 们 利用 上 一 个 结果 证 明 告 朱 是 oo 有限 的 ， 则 j= 二 vwv。 事 实 上 ， 可 以 记 
X= E,， 其 中 Ei,E,,… 是 4 中 的 两 两 不 相交 的 集合 组 成 的 可 数 簇 ， 满 足 央 (已 ) 去 
% ， 则 对 任何 FeM， 有 

pu(F)=Ep(F (|E)=Ev(F(\E,)=v(F), 
这 证 明了 唯一 性 。 
为 了 后 面 的 应 用 ， 我 们 记录 了 下 面 的 关于 代数 4 上 的 预测 度 wo 和 隐 含 在 上 面 


2 


» 
/. 
mt 


给 出 的 论证 中 的 测度 yx, 的 观察 。 证 明 的 细节 留 给 读者 。 

我 们 定义 A, 为 A 中 的 集合 的 可 数 并 集 组 成 的 集 秘 ，A, 是 由 A, 中 的 集合 的 
可 数 交 集 组 成 的 集 艇 。 

命题 1.6 ”对 任何 集合 五 和 任何 >0， 存 在 集合 Bi e A, 和 EE, e A， 使 得 
ECE, EC Es, Hi (EN) (BE) +e, mg (E)=g, 五 ) 。 


2 测度 空间 上 的 积 


一 旦 建立 了 测度 空间 的 基本 性 质 ， 就 可 以 类 似 于 R” 上 的 勒 贝 格 测度 的 情 
形 ， 推 导出 可 测 函 数 和 可 测 函 数 在 上 的 积分 的 基本 事实 。 事 实 上 ,第 1 章 第 4 节 
的 结果 和 第 2 章 的 所 有 结果 都 可 以 推广 到 一 般 情形 ， 而 证 明 几 乎 逐 字 相同 。 为 此 ， 
我 们 就 不 再 重复 这 些 论 证 ， 而 是 直接 表述 重点 。 读 者 补 全 缺失 的 细节 应 该 没有 
困难 。 

为 避免 不 必要 的 复杂 ， 我 们 总 是 假设 下 面 考虑 的 测度 空间 (X,M ,pn) 是 oo 有 
限 的 。 

可 测 水 数 

定义 在 站 上 取 值 于 扩充 实数 的 函数 1 是 可 测 的 ， 闭 对 所 有 的 aeR， 

ff ([-%,a))={xeX:f(x)<al eM, 

有 了 这 个 定义 ，R” 上 勒 贝 格 测度 情形 下 对 应 的 可 测 函 数 的 基本 性 质 仍 然 成 立 。 
(参见 第 1 章 第 4 节 关 于 可 测 函 数 的 性 质 3 ~ 性质 6。) 例如 ， 可 测 函 数组 成 的 集合 
在 基本 的 代数 运算 下 是 封闭 的 。 还 有 ， 可 测 函 数 的 逐 点 极限 也 是 可 测 函 数 。 

我 们 现在 使 用 的 “几乎 处 处 ”的 概念 是 关于 测度 人 的 。 例 如 ,， 若 和 8& 是 和 上 
的 可 测 函 数 ， 我们 记 f==g& a. e. 就 是 说 

nu( lxeX:f(x) g(x)|)=0, 
XX 上 的 简单 函数 形 如 


N 

其 中 Ei 是 测度 有 限 的 可 测 集 ， 而 aj 是 实数 。 用 简单 函数 来 通 近 在 勒 贝 格 积分 的 定 
义 中 起 看 重要 的 作用 。 垃 运 的 是 ， 这 个 结果 在 我 们 的 抽象 框架 下 依然 成 立 。 

e 假设 f 是 测度 空间 (XX,M ,nm) 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 存在 简单 函数 列 | gp1 2， 
满足 

gr(%) 全 prr1(%) 且 对 所 有 的 x*，lim pi (x) 二 用 x)。 

一 般 的 ,大 了 仅仅 是 可 测 的 ， 则 存在 一 个 简单 函数 列 1e, | 入; 满足 

[p(w) | | ps (x) 且 对 所 有 的 x*，lim pi(*) 二 f(x)。 

该 结果 的 证 明 可 以 通过 对 第 1 章 中 的 定理 4.1 和 定理 4.2 的 证 明 做 一 些 明 显 的 
细微 修改 就 可 以 得 到 。 这 里 ,我们 要 利用 施加 在 上 的 技术 性 条 件 ， 即 是 o 有 


测度 空间 上 的 积分 
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限 的 。 事 实 上 ， 若 记 工 =U Ff ， 其 中 Fe M 是 测度 有 限 的 ， 则 集合 Fi 扮演 第 1 章 
定理 4. 1 的 证 明 中 立方 体 O, 的 角色 。 

男 一 个 立即 推广 的 重要 结果 是 Egorov 定理 。 

。 假设 | 1”_| 是 定义 在 可 测 集 ECX 上 的 可 测 函 数列 ,其 中 (5)<w ,上 且 
fi 一 fa. e. ， 则 对 每 个 二 0 存在 集合 4,, 满足 4 CE,m(E-4,) ss， 使 得 
[大 2 1 在 4 上 一 致 收敛 于 ff。 

积分 的 定义 和 主要 性 质 

第 2 章 给 出 的 始 于 简单 函数 上 的 积分 定义 的 构造 勒 贝 格 积分 的 四 步 法 ， 也 适用 
于 定义 c 有限 测 度 空 间 (X ,AM ,nm) 上 的 可 测 函数 的 积分 。 这 引发 了 上 的 非 负 可 测 
函数 f 关 于 测度 j 的 积分 的 概念 。 这 个 积分 表示 为 

[f(x) dy), 
在 没有 歧义 时 ， 有 时 也 简写 为 [fdp，|fay 或 [f。 最 后 ,车 


人 Ma)ldau(z)<m。 

则 称 一 个 可 测 孙 数 1 是 可 积 的 。 

积分 的 基本 性 质 ， 如 线性 性 和 单调 性 ， 还 有 下 面 的 基本 极限 定理 ， 在 一 般 情 形 
下 仍 成 立 。 

( 1 ) 法 图 引 理 。 夺 1f, 1 是 定义 在 XX 上 的 非 负 可 测 函 数列 ， 则 

| limin{f, dx Slim inf |f, dp 
(下 ) 单调 收 鳅 。 铬 1 | 是 非 负 可 测 函 数列 ， 且 1f， 则 
lim =) 

( 道 ) 控制 收 化 。 着 1/1 是 非 负 可 测 防 数列 ，f, 一 f a. e. ， 且 存在 非 负 可 积 师 数 

g 使 得 |f, | 三 g， 则 , 


一 时 ,| | | 和 一人， 
因此 
7 一 >》 % 时 ， /dp — fap 0 


空间 了 (Fn) 和 (Xe) 
(外 ,AM ,4) 上 的 可 积 函 数 形成 的 等 价 类 ( 模 去 几乎 处 处 为 零 的 图 数 ) 构成 一 个 
峙 有 范 数 的 向 量 空 间 。 这 个 空间 记 为 L(X,m)， 其 范 数 是 


fa = f(x) | du) (4) 
类 似 地 ， 可 以 定义 忆 (X,p) 为 满足 | |f(x)| ?dp(x)<w 的 可 测 函数 的 等 价 类 。 它 
的 范 数 则 是 


3 例子 


172 
Flaw= (| A) ?d(x))  。 (5) 
该 空间 上 有 如 下 给 出 的 内 积 : 
(f,8) =| f(x) glx) d(x) 。 
第 2 章 中 的 命题 2. 1 和 定理 2. 2 的 证 明 ， 以 及 第 4 章 第 1 节 的 结果 推广 到 一 般 情 形 
给 出 : 
。 空间 L'(X,y) 是 一 个 完备 的 赋 范 向 量 空间 。 
。 空间 (Xu) 是 (可 能 不 可 分 ) 希 尔 伯 特 空间 。 


3 例子 


我 们 现在 讨论 一 般 性 理论 的 几 个 有 用 的 例子 。 

3.1 乘积 测度 和 一 般 的 Fubini 定理 

第 一 个 例子 是 关于 乘积 测度 的 构造 ， 并 导出 将 重 积 分 表示 为 累 次 积分 的 定理 的 
一 般 形 式 ， 这 推广 了 第 2 章 第 3 节 考 虑 的 欧 几 里 得 空间 的 情形 。 

假设 (Xi ,Ai 和 (2 ,人 aa ) 是 一 对 测度 空间 ， 我 们 想 描 述 空间 民生 已 x 
,二 1 (x ,x2 ) :x EI za Ee 了 ,| 上 的 乘积 测度 jw xjs。 

这 里 假设 这 两 个 测度 空间 中 的 每 一 个 都 是 完全 的 和 ex 有 限 的 。 

我 们 从 考虑 可 测 和 矩形 开始 : 它们 是 的 形 如 4 xB 的 子 集 ， 其 中 4 和 B 是 可 测 
集 , 即 AeM]| 和 BeM,。 用 A 来 表示 所 有 半 中 有 限 个 不 相交 的 可 测 和 矩形 的 并 集 
组 成 的 集 族 。 容 易 验 证 A 是 X 的 子 集 的 代数 (事实 上 ,一 个 可 测 和 矩形 的 补 集 就 是 
三 个 不 相交 的 可 测 和 矩 形 的 并 集 ， 两 个 可 测 和 矩形 的 并 集 就 是 至 多 六 个 这 样 的 矩形 的 不 
交 并 集 。) 我 们 简化 术语 : 从 现在 起 将 提 到 的 可 测 矩 形 简 单 地 称 为 “和 矩形 ”。 

在 甜 形 上 和 定义 函数 no 为 jo(4 XB)= 二 jv (4)p,(B8)。 现 在 jo 有 一 个 到 代数 A 
上 的 唯一 的 延 拓 使 其 成 为 一 个 预测 度 ， 这 是 以 下 事实 的 一 个 推论 : 当 和 矩形 4xB8 是 


可 数 个 不 相交 的 矩形 14; x Bj| 的 并 集 时 ,A x 8B 二 UU 4; x Bj)， 则 
人 


NHo(A xB)= > no(4; xB), (6) 
FS 
为 证 此 ， 观 察 到 在 xi s4， 则 对 每 个 eB 点 (x ,x ) 恰 好 属于 其 中 的 一 个 4; x B;。 因 此 
B 可 以 写成 满足 xi e 4 的 B 的 不 交 并 集 。 由 测度 jy, 的 可 数 可 加 性 立即 可 得 


Na Cs 交友) = XA (XI ) 2( 马 ;) 。 
J=1| 


对 和 1 积分 并 利用 单调 收敛 定理 ， 得 到 Hl (4 ) 12《( 五) 三 2 AI (hi)p2(B,) + 即 式 
(6), 

现在 我 们 知道 jo 是 A 上 的 预测 度 ， 由 定理 1.5 得 到 由 可 测 和 矩形 的 代数 A 生成 
的 集合 的 e 代数 M 上 的 测度 (我 们 将 之 记 为 有 = 二, xAa )。 用 这 样 的 方式 ， 我 们 


:让 
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定义 了 乘积 测度 空间 (XI xX,,M ,ui Xj)。o 
给 定 一 个 M 中 集合 ， 我 们 现在 考虑 截面 
E, ={x, eX,:(x1,%) eEl 和 bE"=|x eXi:(%1 ,x%) ekl, 
已 知 A。 为 A 中 的 集合 的 可 数 并 集 组 成 的 集 徐 ，A,; 是 由 A, 中 的 集合 的 可 数 
交集 组 成 的 秘 ， 从 而 得 到 下 列 关键 事实 。 
命题 3.1 奉 EF 属 于 A,;， 则 对 每 个 x,，E™* 是 jw 可 测 的 ; 此 外 ,jw (EE) 是 一 
个 可 测 函 数 ， 并 且 


hp CE) du =(p x 2) (E). [有 

证 ”人们 首先 注意 到 当天 是 〈 可 测 ) 矩形 时 所 有 的 论断 都 立即 成 立 。 接 下 来 
假设 是 4。 中 的 集合 ， 则 它 可 以 分 解 成 可 数 个 两 两 不 相交 的 矩形 E, 的 并 集 。( 如 
果 已 不 是 两 两 不 相交 的 ， 则 只 需 用 忆 Es - ,WE 替代 态 。) 则 对 每 个 x。， 有 


"一 UE?” ， 且 我 们 观察 到 | B*| 是 两 两 不 相交 的 。 从 而 对 每 个 矩形 局 应 用 式 (7) 
和 单调 收敛 定理 ， 对 每 个 集合 Ee 4。 可 得 结论 。 

其 次 假设 Ee A,s 且 (jp xps)(E) 二 ww ， 则 存在 集合 序列 1E,1， 其 中 Ee A,， 
CB, 且 B= 间 Bs 令 信 4)=pr(EP) 以 及 Ka) 一 向 (Be)， 为 看 到 Bo 是 
Ai 可 测 的 且 f(x; ) 是 合理 定义 的 ， 注 意 到 Be 是 集合 Ex 的 下 极限 ， 由 以 上 知 B? 是 
可 测 的 。 此 外 ， 由 于 Eile A 以 及 (jw xHAa)( 术 ) 过 om ， 故 得 到 对 任何 x, 随 着 盖 ， 


品 有 fi(x2) 一 A(x2)， 从 而 所 x ) 是 可 测 的 。 但 是 ，|1f(xs)1 是 一 个 递减 的 非 负 函数 
序列 ， 因 此 


人 Kma)dua(z) =lim 人 | ja)dua(z) ， 
从 而 证 明了 (jp xps)(E)<% 情形 下 的 式 7) 。 现 在 由 于 假设 w 和 jps 都 是 x 有 
限 的 ， 故 可 以 找到 序列 Fi CC FC…C Xl 和 G1CC GC…CX, 满足 U Fj 一 


Ss 
206 和 U 6; 二 XX， 对 所 有 的 j, ji(Fj)<w 和 js(G,)<w% 。 因 此 我 们 只 需要 用 E=E 
[1(F; x G;) 替 换 E， 并 且 令 j 一 % 就 可 以 得 到 一 般 的 结果 。 

我 们 现在 将 上 述 了 命题 的 结果 推广 到 XX x X, 中 的 任意 一 个 可 测 集 E， 即 Ee 
AM， 即 可 测 矩 形 生成 的 e 代数 。 

命题 3.2 若是 X 中 的 任意 一 个 可 测 集 ， 则 命题 3.1 的 结论 仍然 成 立 ， 除 了 
我 们 只 断言 对 几乎 每 个 x, eX,，E* 是 ji 可 测 以 及 ji(E*) 有 定义 。 

证 首先 考虑 当 E 是 一 个 零 测度 集 时 的 情形 ， 则 从 命题 1.6 我 们 知道 存在 集合 
让 e Ajs 使 得 ECF 有 目 (wi xj)(F)= 二 0。 由 于 对 每 个 x, 有 EC FF”? ， 对 下 应 用 式 
(7) 得 到 对 于 几乎 每 个 x,，F* 的 ji 测度 等 于 零 ， 测 度 js 的 完全 性 假设 说 明 对 于 这 
些 x, 都 有 E* 是 可 测 的 且 测 度 为 零 。 从 而 结论 对 记 为 零 测度 集 时 成 立 。 


3 例子 


如 果 去 掉 在 五 上 的 这 个 〈 测 度 为 零 ) 假设 ,我们 可 以 再 次 援引 命题 1.6， 找 到 
一 个 eA,s，FDE, 使 得 -=-E==2Z 测度 为 零 。 由 于 到 2 = 8 一 2 ， 我 们 可 以 利 
用 刚 证 明 过 的 情形 ， 得 到 对 几乎 所 有 的 x 有 Ek“ 是 可 测 的 ， 且 jw (EY*) 二 p11(FY)- 
Ai (2 )。 由 此 得 到 命题 。 

我 们 现在 得 到 了 主要 结果 ， 该 结果 推广 了 第 2 章 的 Fubini 定理 。 

定理 3.3 在 上 面 的 情形 下 ,假设 f(xi ,x;) 是 (XX xX ,pl Xpz) 上 的 一 个 可 积 
子 数 。 

( i ) 对 几乎 每 个 x, eX,，， 截 面 f(%xi) 二 f(zxi ,xz) 在 (Xi ,mi) 上 可 积 。 


(这 ) | Kx ,za)dui 是 XX 上 的 可 积 函数 。 


(iii) (ff sa) dp ) dp 一 au xm 

证 ”注意 到 如 果 想 要 的 结论 对 有 限 个 函数 成 立 ， 它 对 它们 的 线性 组 合 也 成 立 。 
特别 地 ， 只 需 假设 /是 非 负 的 。 当 f==Xs 时 ， 其 中 是 一 个 测度 有 限 的 集合 ， 我 们 
想 证 明 的 结论 包含 在 命题 3. 2 中 。 因 此 想 要 的 结果 对 简单 函数 也 成 立 。 从 而 由 单调 
收敛 定理 ， 对 所 有 的 非 负 函 数 也 成 立 ， 定 理 获 证 。 

我 们 指出 上 面 构 造 的 乘积 空间 (, M ,px) 一 般 不 是 完全 的 。 然 而 ， 如 果 我 们 如 
习题 2 一 样 定义 完全 化 的 空间 (X, M 必 ) , 在 这 个 完全 化 空间 定理 仍 成 立 。 证 明 只 
需要 对 命题 3. 2 中 的 论证 做 一 些 简单 的 修改 。 

3.2 ” 极 坐 标的 积分 公式 

一 个 点 xeR4 - 101 的 极 坐 标 是 (r,y)， 其 中 0 二 +r 二 %w ,而 y 属于 单位 球面 
5S-! 二 |xe R", |x|==1| ,它们 的 关系 由 下 式 确 定 : 


二 || ,7 一 一 ,通过 xz 一 六 互 反 。 (8) 


| x| 


我 们 这 里 的 意图 是 在 合适 的 定义 和 恰当 的 假设 下 处 理 如 下 表述 的 公式 : 


Sd=1 


fix) dz | (人 FAm rdr)de(y). (9) 


为 此 我 们 考虑 下 面 的 一 对 测度 空间 。 首 先是 (XX ,NM ,Ai ) ， 其 中 局 =(0,w)，M 
是 (0,w ) 上 的 勒 贝 格 可 测 集 组 成 的 集 簇 ， 且 在 py,(E)== |""'dr 的 意义 下 有 dp 一 
ri-1dr。 然 后 ，X, 是 一 个 单位 球面 54-!， 测度 如 实际 上 是 由 式 (9) 确 定 的 ， 其 中 
ww 一 w。 事 实 上 ， 给 定 任何 集合 天 CS4-1， 邻 巨 一 lzxeRd:xx | xl eE,0< |x| 到 1 
为 “端点 ”在 EE 上 的 单位 球 的 “扇形 ”。 当 EE 是 R" 中 的 一 个 勒 贝 格 可 测 集 时 ， 称 
Ee AM,， 有 目 定义 jy(E)=o(E)==d:m(E)， 其 中 m 是 R* 中 的 勒 贝 格 测度 。 

有 了 这 些 ， 显然 ( 庆 ,Mi ,mi ) 和 (XX,,M, ,ps) 满 足 完 全 和 co 有限 的 测度 空间 的 
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所 有 性 质 。 我 们 还 注意 到 球面 54-! 上 有 一 个 如 下 给 出 的 度量 4， 对 于 y,y'’eS"!,d 
(y,y')= 二 |y-y|。 车 EE 是 54-! 中 (关于 该 度量 ) 的 一 个 开 集 ， 则 EE 是 R" 中 的 开 
集 ， 因 此 五 是 一 个 5S4-! 中 的 可 测 集 。 

定理 3.4 假设 1 是 R” 上 的 可 积 函 数 ， 则 对 几乎 所 有 的 ye5S” ,以 f(r)= 


f(ry) 定 义 的 截面 说 是 关于 测度 rd-1ldr 的 可 积 消 数 。 此 外 ， | fi(ryr-tar 在 到 -1 


上 是 可 积 的 ， 且 式 (9) 成 立 。 

对 调 r 和 的 积分 顺序 也 有 相应 的 结果 。 

证 我们 考虑 由 定理 3.3 给 出 的 xT 上 的 乘积 测度 由 三 由 xj;。 由 于 空间 
Xi xX2 一 | (7,yY) :0 过 rw 和 ye5 ”| 等 同 于 R” -10|， 从 而 可 以 将 jw 视 为 后 一 空 
间 的 一 个 测度 ， 而 我 们 的 主要 任务 是 将 它 和 (限制 在 ) 这 个 空间 上 的 勒 贝 格 测度 
等 同 起 来 。 我 们 首先 断言 只 要 EE 是 一 个 可 测 和 矩形 EE = 二 E, x E, 就 有 

m(E)=1(E). (10) 

在 这 种 情形 下 , jw(E)==j (Ei)m(E,)。 事 实 上 ， 这 对 $ “任意 可 测 子 集 6, 和 
El 二 (0,1) 也 成 立 ， 因 为 E ==E xE, 就 是 扇形 E,， 同 时 (El)= 1/d。 

由 于 勒 贝 格 测度 的 相对 扩张 不 变性 ， 当 ==(0,8)xE,,，b0 时, 式 (10) 也 成 
立 。 一 个 简单 的 极限 法 证 明 结 果 对 集合 go = 二 (0,aj] 成 立 ， 通过 减法 得 到 对 所 有 的 开 
区 间 El = 二 (a,b) 成 立 ， 从 而 对 所 有 的 开 集 都 成 立 。 从 而 对 所 有 的 开 集 EI， 有 m(E| x 
E,) 二 1 (El)m(k,)， 因 此 对 所 有 的 闭 集 也 成 立 ， 因 此 对 所 有 的 勒 贝 格 可 测 集成 
立 。( 事 实 上 ; 我 们 可 以 找到 集合 Fl CC El CC ©, 其 中 是 闭 集 ，O, 是 开 集 ， 
使 得 mi(O)-e 委 mli(CE) 委 mi)+e， 且 对 局 xE, 和 OO, xE, 应 用 以 上 推理 ) 
从 而 我 们 对 所 有 的 可 测 和 矩形 以 及 对 所 有 有 限 个 可 测 和 矩形 的 并 集 建 立 了 式 (10)。 使 
得 式 (10) 成 立 的 集 簇 就 是 在 定理 3.3 证 明 中 出 现 的 代数 4， 从 而 由 定理 1.5 中 的 
唯一 性 ， 等 式 可 以 推广 到 由 A 生成 的 go 代数 ， 即 定义 了 测度 pg 的 gog 代数 M。 概 括 
地 说 ， 只 要 Ee M， 就 有 式 (9) 对 f= 二 Xs 成 立 。 

为 更 进一步 ， 我 们 注意 到 R” - 101 中 的 任何 开 集 都 可 以 写成 可 数 个 矩形 的 并 
集 U4 xB， 其 中 4 和 B, 分别 是 (0,w ) 和 8-! 中 的 开 集 。( 这 个 小 的 技术 点 在 习 
题 12 处 理 。) 由 此 得 到 任何 开 集 都 在 M 中 ， 且 因此 任何 博 雷 尔 集 都 在 M 中 。 从 
而 只 要 EE 是 R” -10| 中 的 任 - 博 雷 尔 集 ， 则 式 (9) 对 Xs 就 成 立 。 然 后 结果 转 至 任何 
勒 贝 格 集 E'C R” - 10} ， 由 于 这 样 的 集合 可 以 写成 两 个 不 相交 集合 的 并 集 E'=E U 
Z， 其 中 是 一 个 博 雷 尔 集 而 Z CF, FF 是 一 个 测度 为 零 的 博 雷 尔 集 。 要 完成 证 
明 ， 我 们 遵循 熟知 的 对 简单 函数 推导 出 式 (9)， 然 后 由 非 负 可 积 函 数 的 单调 收敛 定 
理 ， 由 此 得 到 一 般 情形 的 步骤 。 

3.3 R 上 的 博 雷 尔 测 度 和 勒 贝 格 - 靳 蒂 尔 切 斯 积分 


为 了 给 出 歼 曼 积分 | f(x) dx 的 一 个 推广 ， 我 们 引入 斯 蒂 尔 切 斯 积分 ， 其 中 增 


3 例子 


量 dx 被 给 定 的 La,b 上 的 增 函 数 下 的 增 量 dF(%x) 取 代 。 我们 希望 从 本 章 采 用 的 一 
山 观 点 来 探求 这 个 思想 。 紧 接着 出 现 的 问题 是 如 何 用 这 个 方式 刻画 R 上 的 测度 ， 
特别 是 定义 在 实 直 线 上 的 博 雷 尔 集 上 的 测度 。 

下 面 为 了 使 测度 和 递增 函数 之 间 有 唯一 的 对 应 关系 ， 我们 首先 必须 适当 地 规范 
化 这 些 函 数 。 回 忆 起 一 个 递增 函数 请 至 多 有 可 数 个 间断 点 。 奉 xo 是 一 个 间断 
点 ， 则 
lim F(x)= F(x ) 与 limF(x)= F(x ) 


< WO 


都 存在 ，F(x”) 二 F(x ) 而 F(xo) 是 介 于 F(x ) 和 COxr ) 之 间 的 某 一 个 值 。 现 在 
在 xo 点 修正 下 ， 如 果 必 要 的 话 ， 令 F(xo) 二 F(x” )， 并 且 对 每 一 个 间断 点 都 这 样 
做 。 这 样 得 到 的 函数 请 依 然 是 递增 的 ， 而且 在 每 一 个 点 都 是 右 连续 的 ， 我 们 称 这 
样 的 图 数 是 规范 化 的 。 主 要 结果 如 下 : 

定理 3.5 设 j 了 是 一 个 定义 在 R 上 的 规范 化 的 增 函 数 ， 则 存在 R 中 博 雷 尔 集 好 
上 的 唯一 的 测度 (也 可 以 用 dF 表示 )， 使 得 在 a 三 b, 则 jp((a,b])==F(b)-F(a)。 
反之 ,在 内 是 号 上 的 一 个 在 有 界 区 间 上 有 限 的 测度 ， 则 和 定义 下 为 了 (xz) 王 
nx((0,x]), %>0,F(0) 二 0 以 及 F(x)= 二 -pgp(( 一 x,0]),x 二 0， 则 五 是 递增 的 和 规 
范 化 的 。 

证 明之 前 ， 我们 指出 条 件 交 在 有 界 区 间 上 是 有 限 的 ， 是 至 关 重 要 的 。 事 实 上 ， 
下 一 草 将 考虑 的 蒙 斯 多 夫 测 度 给 出 了 不 同 于 本 定理 中 的 R 上 博 雷 尔 测 度 的 例子 。 

证 在 R 的 所 有 子 集 上 定义 水 数 几 ,为 


pAE)=inf Y (F(b)-F(e)), 
j=1 


其 中 下 确 界 对 的 所 有 形 如 LU(w， 巧 ] 的 覆盖 取 。 


容易 验证 ,是 一 个 R 上 的 外 测度 。 然 后 我 们 证 明 夺 a 过 5， 则 jj.((a,b])= 
AD) -F(a)。 显 然 jA((a,b1) 三 (5)-F(a)， 这 是 因为 (a,b] 禾 盖 它 本 和 喘 。 然 


后 ， 假 设 忆 (&,5] 禾 盖 (a,b] ， 则 对 任何 a<a< 它 覆 羡 [a',6]。 然 而 ,由 的 
右 连续 性 ， 若 给 定 之 0， 我 们 总 是 可 以 选取 b>， 使 得 下 (b1) 三 (5 )+e/2/。 现 在 
开 区 间 的 并 集 (wb) 蓝 盖 [ae',]。 由 这 个 区 间 的 紧 性 ， 存 在 某 个 使 得 U (6 
b') 覆盖 [ea', 拉 。 由 于 严 是 递增 的 ， 故 有 


N N 


PIb)- Fla)<Y, F(b)= Pla)S (FF(b)= F(o)+e/2) 
J=1] 7=1 


(l(ab|)+s 


SA 
cl 
和 
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从 而 令 a' 一 a， 并 再 次 利用 的 右 连 续 性 ， 可 以 得 到 F(5)-F(a)<jp,((a,b])+e。 
由 se 的 任意 性 ， 我 们 证 明了 F(6)-F(a)==,((a,b])。 

接着 证 明 j, 是 R 上 的 度量 外 测度 (在 实 直线 上 通常 的 度量 为 d(x,x')=| x 一 x'| )。 
由 于 凡是 外 测度 ， 故 有 (EU E,) 志 jy.(Ei)+h(E,); 因此 仅 需 证 明 只 要 对 某 
个 6 二 0，d(CEI ,PE ) 过 5， 则 相反 方向 的 不 等 式 成 立 。 


假设 给 定 一 个 正 数 e， 而 UU (4,5,] 是 Ei U 5 的 一 个 柳 盖 使 得 


DF(b)- F(a)Sp (EU E,)+e 
= 


将 区 间 (a,,b;] 分 割 成 更 小 的 半 开 半 闭 区 间 后 ， 我 们 可 以 假设 覆盖 里 的 每 一 个 区 间 
长 度 都 小 于 6。 这 种 情形 下 每 个 区 间 都 至 多 和 或 E, 中 的 一 个 相交 。 如 果 分 别 用 
儿 和 J, 表示 与 和 ,相交 的 那些 (a;,b;] 的 指标 所 成 的 集 ， 则 [Js 是 空 集 ; 并 
且 有 已 CU (aj,b] 以 及 E, CU (ods 从 而 


p(BE tp EY F(b)- Fla)tY Fb)-= Fa,) 
je le 


> F(b)-Fla)< pFEUE,)+e 


由 s 的 任意 性 ， 得 到 jE1)+h.() 达 (BU E,)， 这 正 是 我 们 要 证 明 的 。 

现在 援引 定理 1.5。 它 保证 了 使 得 博 雷 尔 集 都 是 可 测 集 的 测度 jw 的 存在 性 ; 此 
外 , 有 ((a,b]) 二 FF(5)- F(a)， 这 是 由 于 (a,5b] 显然 是 一 个 博 雷 尔 集 且 j.( (a， 
b])=F(6)- F(a)s 

为 证 明 j ,是 R 上 使 得 j( (a,6]) 二 (56)- (a) 的 唯一 博 雷 尔 测度 ， 我 们 假设 
” 是 另 一 个 满足 该 性 质 的 博 雷 尔 测 度 。 仅 需 证 明 在 所 有 的 博 雷 尔 集 上 有 v 一 As 

通过 选取 15| ”为 一 个 严格 单调 递增 的 数列 ， 其 中 4 二 5 二 b， 当 jw 时 bb， 
并 取 ai 二 a, ,1 二 b， 我们 可 以 将 任何 开 区 间 写 成 两 两 不 相交 区 间 的 并 集 (a,6) = 


U (a,6]。 由 于 vw 入 在 每 个 (4j,b] 上 一 致 ， 得 到 它们 在 (a,6) 上 一 致 ， 因 此 在 


所 有 开 区 间 上 一 致 ， 从 而 在 所 有 开 集 上 上 一致。 此 外 ， 显 然 v 和 在 有 界 区 间 上 是 有 
限 的 ; 从 而 由 命题 1.3 中 的 正则 性 ， 可 得 出 在 所 有 的 博 雷 尔 集 上 v= 二 pj。 

反 过 来 ， 如 果 我 们 从 R 上 的 一 个 在 有 界 区 间 上 是 有 限 的 测度 jw 开始， 定义 如 
定理 中 描述 的 函数 尺 ， 则 显然 下 是 递增 的 。 为 看 到 它 是 右 连续 的 ， 注 意 到 和 在 xo 二 
0， 当 ?一 时， 集合, 一 (0,xo +1/nj] 递 减 地 收 钱 于 EE 二 (0,xo]。 由 于 (Ei) 一 
% ， 因 此 j(E,) 一 h(E)。 这 意味 着 F(xo +1/n) 一 F(xo)。 由 于 是 递增 的 ,这 维 
含 着 下 在 xo 处 是 右 连续 的 。 对 任何 xzo 科 0 的 论证 是 类 似 的 ， 从 而 定理 获 证 。 

附注 “依次 给 出 关于 上 述 定 理 的 几 个 评论 。 

(1) 夺 f-6 是 一 个 常数 ， 则 两 个 递增 消 数 和 6G 给 出 相同 的 测度 。 反 之 也 


3 例子 


成 立 ， 因 为 对 所 有 的 a 二 5,F(5)-F(a)= 6G(b)- CG(a) 都 成 立时 ，F - 6 是 一 个 
常数 。 
( 让) 定理 证 明 过 程 中 构造 的 测度 j 是 定义 在 一 个 比 博 雷 尔 集 更 大 的 e 代数 上 
的 ， 是 完全 的 。 然 而 ， 在 应 用 中 ， 它 限制 在 博 雷 尔 集 上 常常 就 足够 了 。 
( 道 ) 车 下 是 定义 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 递增 的 规范 化 的 函数 ， 我 们 可 以 对 x <a 
设 P(x) 二 F(a), 对 x 之 5b 设 F(x)=F(b)， 将 它 延 拓 到 R 上 。 对 于 它 所 导出 的 测 
度 h.， 区 间 ( - % ,a] 和 (4b,% ) 的 测度 为 零 。 对 于 每 个 关于 可 测 的 函数 J/， 人 们 则 
常常 写成 
b 
fx) ds)= [ f(x) dF(x), 
车 矿产 生 于 定义 在 R 上 的 增 函 数 f。， 人 们 可 能 希望 解释 F, 在 a 点 的 跳跃 。 这 种 情 
况 下 ， 定 义 
b 
| Ax)ar(x) 为 | Kx)duo(s)， 


其 中 mo 是 R 上 对 应 于 Fo 的 测度 。 
(1V) 注意 上 述 勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 积分 可 扩展 到 当 是 一 个 有 界 变 差 函 数 的 


4 
情形 。 事 实 上 ， 假 设 F 是 [a,b] 的 复 值 函 数 使 得 一 允 sjF; ， 其 中 每 个 局 是 递增 
的 和 规范 化 的 ，s; 是 +1 或 +i。 然 后 我 们 能 够 定义 【f(x)dF(x) 为 > | f(x) dF 
a j=1 a 


4 
(xz); 这 里 我 们 要 求 /是 关于 博 雷 尔 测度 人 = jj 可 积 的 ， 其 中 是 对 应 于 的 
J=1 
测度 。 
(V) 这 些 积分 的 值 在 下 列 情形 下 可 以 直接 计算 出 来 。 
(a) 车 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 ， 则 对 于 每 个 关于 == dF 可 积 的 博 雷 尔 
可 测 函 数 / 有 
b pb 
| fx) dF (x)= [ fx) F'(x) dx 
(b) 假设 是 如 第 3 意 3.3 节 中 的 纯 跳跃 函数 ， 在 点 1x,1”_, 的 跳跃 度 为 
la,1”，， 则 当 / 是 连续 的 且 在 某 个 有 限 区 间 外 等 于 零 ， 则 有 


b Oo 
| K(x) dF (2) = f(x,) a 
和 类 所 :J 


特别 地 ， 对 测度 有 (1x,} )== a 以 及 对 所 有 不 包含 任何 x, 的 集合 (五 ) 一 0。 
(c) 特殊 情况 当政 二 8 时 ， 赫 维 赛 德 ( Heaviside) 函数 ， 它 定义 为 对 x 三 0， 
H(x) 二 = 1， 而 对 x 过 0,，H(x)= 二 0， 则 


| A d(x)=/(0). 
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这 是 第 3 章 第 2 节 出 现 的 狄 拉克 (Dirae)6 明 数 的 态 一 种 表示 式 。 
关于 (VV ) 的 进一步 的 细节 可 以 从 习题 11 中 找到 。 


4 测度 的 绝对 连续 性 


第 3 章 考 虑 的 绝对 连续 性 的 概念 的 推广 需要 把 测度 的 思想 扩展 到 包含 可 正 可 负 
的 集 函 数 。 我 们 先 描 述 这 一 概念 。 

4.1 带 号 测度 

大 致 说 来 ， 带 号 测度 具有 测度 的 所 有 性 质 ， 除 了 它 可 以 取 负 值 之 外 。 更 确切 地 
说 ,a 代数 M 上 的 带 号 测度 v 是 一 个 映射 ， 它 满足 : 

( i ) 集 函 数 v 满足 在 对 任何 Ee M 有 -wm 二 v(E) 壹 w ， 且 可 能 取 到 扩充 
值 +%。 

(站 ) 车 1 已 | = 是 M 中 两 两 不 相交 的 子 集 ， 则 


"[U 5 v(E,)s 
注意 到 上 式 成 立 必 须要 求 和 式 三 v() 的 值 与 项 的 重 排 无 关 ， 因此 车 ， 
[以 三 ) 是 有 限 的 ， 比 含 着 和 式 绝对 收敛 。 
如 果 我 们 去 掉 表达 式 


2( 忆 一 | fan 


里 了 是 非 负 的 假设 ， 寓 号 测度 的 例子 目 然 地 出 现 ， 其 中 (X ,AM 作 ) 是 一 个 测度 空间 
而 了 是 一 个 到 可 测 函 数 。 事 实 上 ， 为 确保 ” 满 足 (1) 和 (ji )， 函 数 了 必须 在 扩充 的 


意义 下 关于 及 是 “可 积 的 ”， 即 | /dy 必须 是 有 限 的 ， 而 | /* dy 可 以 是 无 穷 的 。 


给 定 (X, AM) 上 的 带 号 测度 w”， 总 是 可 以 找到 ( 正 ) 测 度 凤 ， 在 
对 所 有 的 E,v(E)<p(E)， 
且 附 加 要 求 是 满足 这 一 性 质 的 “最 小 的 ”测度 的 意义 下 控制 v。 
该 测度 的 构造 事实 上 是 第 3 章 实 施 的 将 一 个 有 界 变 差 函数 分 解 成 两 个 递增 函数 
的 差 的 抽象 版 本 。 我 们 继续 如 下 ; 定义 M 上 的 函数 |v| ， 称 为 v 的 全 变 差 ， 为 
|v| (E)= sup 2 |v(E,)|, 
j=1 
其 中 上 确 界 对 巨 的 所 有 划分 ， 即 在 所 有 可 数 并 已 一 U 局 上 取 ， 其 中 局 是 M 中 两 
两 不 相交 的 集合 。 
| 吉 实 际 上 是 可 加 的 这 一 事实 不 是 显然 的 ， 下 面 给 出 证 明 。 
命题 4.1 带 号 测度 4 的 全 变 差 |v| 是 一 个 ( 正 ) 测 度 , 满足 v 过 |v|。 
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证 假设 iE 是 由 人 中 可 数 个 两 两 不 相交 的 集合 组 成 的 集 簇 ， 且 令 到 王 
UE "9 只 需 证 明 
5 vl (E)SIvI(E) 和 |v| (E)<E |v|(E), (11) 
令 w 为 满足 a, 二 |y|( 巨 ) 的 实数 ， 根 据 定义 ， 每 一 个 巨 都 可 以 写成 已 =UF ,， 其 
中 F, 是 M 中 两 两 不 相交 的 ， 且 


Qo 入》| v(F,,;) 0 
天 | 
由 于 E =U Hi ;3 故 有 
1 
< >, | pv(F, DE< |v| (五 )。 


{ 


因此 ， 对 所 有 a 人 个 不 等 式 。 
为 证 明 相 反方 向 的 不 等 式 ， 令 的 是 下 的 另 一 个 划分 。 对 固定 的 大 1PmE | 
是 天 的 一 个 划分 ， 所 以 
2.| v(F,) E> [2, v (Ff NE,) , 
由 于 是 一 个 带 号 测度 ， 利 用 三 角 不 等 式 和 | FE ,1 , 是 的 一 个 划分 给 出 
> |v(F,) < 六 CE ei) 


一 》》 | v(F,[ |E;)| 
ni 
<2, | v| (E,) o 


由 于 || 是 的 任意 一 个 划分 ， 故 得 式 (11) 中 的 第 三 个 不 等 式 , 证 毕 。 
现在 可 以 将 v 写 成 两 个 不 同 的 ( 正 ) 测 度 的 差 。 为 看 到 这 一 点 ， 我 们 定义 v 的 
正 变 差 和 负 变 差分 别 为 
(| s+v) 和 vw 二 (|v|-»)。 


由 命题 我 们 可 以 看 到 v* 和 vw 都 是 测度 ， 它 们 显然 满足 
y=y*-y 和 |v|=y'*+y 。 
在 上 面 车 对 一 个 集合 EE 有 v(E)==w ， 则 |v|(E)==w ， 且 定义 > (五 ) 为 0。 
定义 如 下 : 车 测度 |v| 是 e 有 限 的 ， 则 称 带 号 测度 > 是 ex 有限 的 。 由 于 vv 三 |v| 以 
及 |-v| 寺 wv|， 故 


- |vz|sl|。 
从 而 ,， 知 > 是 rr 有限 的 ， 则 v? 和 vw 都 是 oo 有限 的 。 
4.2 绝对 连续 性 
给 定 两 个 定义 在 共同 的 ez 代数 上 的 测度 ， 我们 这 里 描述 它们 之 间 可 能 存在 的 
关系 。 更 具体 地 ， 考 虑 定义 在 o 代数 M 上 的 两 个 测度 > 和 yj; 两 个 极端 的 情形 是 
(a) bv 入“ 支撑 ”在 M 的 两 个 分 离 的 部 分 上 。 
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(b) z 的 支撑 是 风 的 文 撑 的 一 个 实质 部 分 。 
这 里 车 对 所 有 的 Ee M， 都 有 v(E)==v(E[14)， 我 们 采用 术语 说 测度 v 支撑 在 集 
Es 
下 面 的 勒 贝 格 - 拉 东 -尼古丁 (Lebesgue-Radon-Nikodym ) 定理 说 的 是 ， 在 严格 的 
意义 下 任何 两 个 测度 > 和 jw 的 关系 是 上 面 两 种 可 能 性 的 组 合 。 
相互 奇异 和 绝对 连续 测度 
测度 空间 (X, At ) 上 的 带 号 测度 > 和 矿 是 相互 奇异 的 ， 若 存在 M 的 两 个 不 相 
交 的 子 集 4 和 B 使 得 对 所 有 的 EeM ， 
v(E)=v(ANE) Eu(E)=n( BNE). 
从 而 > 和 支撑 在 不 相交 的 集合 上 。 我 们 用 符号 v Lx 表示 测度 > 入 相互 奇异 这 一 事实 。 
相 比 之 下 ， 夺 vv 入 分 别 是 M 上 的 带 号 测度 和 ( 正 ) 测 度 ， 我 们 说 vv 关于 绝 
对 连续 ， 如 果 对 任何 eM， 均 有 
当 py(E)=0 时 , v(E)=0, (12) 
因此 夺 v 文 撑 在 集合 4 上 ， 则 4 必须 是 jz 的 支撑 的 一 个 实质 部 分 ， 即 凡 (4) 二 
0。 我 们 用 符号 v 之 表示 v 关 于 绝对 连续 。 注 意 到 若 v 和 是 相互 奇异 的 ， 而 
且 v 关 于 h 绝对 连续 ， 则 vw 恒 等 于 零 。 
关于 的 积分 给 出 一 个 重要 的 例子 。 事 实 上 , 车 feL (X,n), 或 f 仅 仅 在 扩 


充 的 意义 下 是 可 积 的 (其 中 |f-<e, 但 是 可 能 je， 则 定义 为 


v(E)= | Jan (13) 


的 带 号 测度 vv 关于 绝对 连续 。 我 们 用 缩写 dz = 二 fdp 代表 由 式 (13) 定 义 的 v。 

这 是 第 3 章 出 现 的 在 R 的 特殊 情形 下 (A4 是 勒 贝 格 可 测 集 而 du 二 dx 是 勒 贝 
格 测度 ) 的 绝对 连续 概念 的 一 个 变种 。 事 实 上 ， 有 了 式 (13) 定 义 的 v 和 可 积 函 数 
f， 我 们 得 到 下 列 取代 式 (12) 的 更 强 的 结论 : 

对 任何 >0， 存 在 5 之 0 使 得 jy(E)=5 蕴含 |v(E) 过 &。 (14 ) 

一 般 情 况 下 ， 条 件 式 (12) 和 式 (14) 之 间 的 关系 可 由 下 列 观察 阐明 。 

命题 4.2 式 (14) 北 含 式 (12)。 反 之 , 若 |v| 是 一 个 有 限 测 度 ， 则 式 (12) 蕴 合 
式 (14) 。 

式 (12) 是 式 (14) 的 推论 是 明显 的 ， 因 为 (EE)==0 给 出 对 每 个 s >0 | z( 五 | 去 
z。 为 证 明 反 方向 的 蕴 仿 关系, 考虑 到 可 以 用 |v| 取代 >， 仅 需 考 察 > 是 正 的 情形 。 
我 们 假设 式 (14) 不 成 立 ， 这 意味 着 它 对 某 个 固定 的 e 二 0 失效 。 因 此 对 每 个 n， 存 


在 一 个 可 测 集 E,， 使 得 j(E,) 二 2" 而 v(E,) 之 ce。 现 在 令 E*==limsupE， =NNE;, 
其 中 E? 二 Ei， 则 由 于 jp(E7)< ,1/2" =1/2”” ,以 及 递减 集合 1 EX | 包含 于 
一 个 测度 有 限 的 集合 (Er ) ， 故 得 到 pj(E*)=0。 然 而 v(E;) 宇 v(E,) 宇 a， 且 假 设 
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测度 > 是 有 限 的 。 所 以 ZX 天 ) 一 limz(Ew) 之 2， 逆 盾 。 
有 了 这 些 准 备 之 后 ， 我 们 可 以 叙述 主要 结果 。 特 别 是 它 保证 了 表达 式 (13) 
的 逆 ; 勒 贝 格 证 明了 R 的 情形 ， 拉 东 和 尼古丁 证 明了 一 般 的 情形 ， 
定理 4.3 假设 是 测度 空间 (X,M) 上 的 oo 有 限 正 测度 而 vv 是 M 上 的 一 个 cr 
有 限 的 带 号 测度 ， 则 存在 M 上 的 唯一 的 带 号 测度 v, 和 vw 使 得 vv, 六 , v, 1 上 且 
v 二 vy, +v,。 男 外 ， 测 度 > 的 形式 是 dv, = 二 fdn; 即 对 某 个 在 扩充 的 意义 下 4 可 积 的 
函数 /有 
ve(E)= | f(x) d(x)。 
注意 到 下 面 结果 。 关 vv 关 于 jp 绝对 连续 ， 则 dv = 二 fdm， 这 个 结论 可 以 看 成 第 3 
章 定 理 3.11 的 推广 。 
上 述 定理 有 几 个 已 知 的 证 明 。 下 面 的 证 明 ， 归 功 于 诺 伊 曼 (Neumann ) ， 他 优雅 
地 运用 了 简单 的 布尔 伯 特 空间 的 思想 。 
我 们 从 v 和 几 都 是 正 的 且 有 限 的 情况 开始 。 令 p=z+A， 考 虑 大 (Xp) 上 的 变 
换 ， 定 义 为 
Wp)= | wx) d(x). 
映射 C 定义 了 人 广 ( 外 ,p) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 由 于 


< fy dav) ly) dp(s) 


<(p00)7( flyerdp(e)) ， 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 由 柯 西 - 施 瓦 蒋 不等式 得 到 的 。 但 是 L* (XX,p) 是 一 个 希 尔 伯 
特 空间 ， 因 此 里 斯 表现 定理 保证 了 存在 ge L*(X,p) 使 得 


对 所 有 wel?(X,p), w(x) dv(x)= | w(x)e(r)dp(x). (15) 
如 果 EeM 且 p(E)>>0， 当 我 们 在 式 (15) 中 取水 二 Xs 并 回忆 起 z 科 pp， 则 得 
.上 
0 Ey J eC) p(s)<1, 
由 此 得 到 0 过 g(x) 过 1 对 a.e.x (关于 测度 p)。 事 实 上 ,对 所 有 的 Ee M， 有 
0 六 | g(x)dp(z) 殖 含 着 几乎 处 处 g(z) 关 0。 同 理 ， 对 所 有 的 已 <e M 有 0< | (1 - 


g(x) )dp(x) 保 证 了 几乎 处 处 g(x) 三 1。 从 而 在 不 影 啊 式 (15 ) 的 条 件 下 可 以 假设 对 
所 有 的 x 有 0 g(x) 三 1， 将 式 (15 ) 重 新 写 为 
[v0 -a) av =| yadp. (16) 
现在 考虑 两 个 集合 
A=ixeX:0< g(x)<=1| 和 B=|IxeX.g(x)=1|, 
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定义 M 上 的 两 个 测度 v, 和 vw, 分 别 为 
vaA(E)=v(A{IE) 和 v,(E)=v(B[E), 
为 理解 为 什么 v, Lk， 只 需 注 意 到 在 式 (16) 中 令 业 二 Xs 给 出 


0=| Xadu 一 A(B)。 
最 后 ,我 们 在 式 (16) 令 业 =XE(1+g+*…+g"): 
La -8"*')dv =| g(1 Fs Fg ) do (17) 
由 于 车 xeB, 则 (1 -g"*')(x)=0，, 且 车 we4,(1,-g"*!) (x) 一 1， 控 制 收敛 定理 
落 合 着 式 (17) 的 左边 收 化 于 >( E14) 一 v。(E)。 还 有 1+g +… +g" 收 化 于 一， 


Ee (5) 二 fa, 其 中 /一 和 
注意 到 由 于 zw (7) 和 及 xz(X)<o ,feL(X, 凡 )。 车 v 和 多 都 是 oc 有限 的 和 正 的 ， 则 
显然 可 以 找到 集合 Ee M 使 得 了 = E; 且 对 所 有 的 
pL(E)<% v(E)<%., 
定义 M 上 的 正 的 和 有 限 的 测度 为 
wi(E)=p(E[\E,) 和 vw(E)=v(E[\E,), 
那么 对 每 个 7 有 有志 二 vs t+v;,， 其 中 vl 和 vw ,二 fjdpo。 然后 只 需 令 
并 二 之 而 两 = zj ,和 | Va = a0 
最 后 ， 夺 vv 是 审 号 的 ,我们 将 上 面 的 论证 分 别 用 于 vw 的 正 变 差 和 负 变 差 。 
为 证 明 分 解 的 唯一 性 ， 假 设 有 v= 二 vi +v'， 其 中 vw 之 且 v' lnx， 则 
v, 一 一 7 一 so 


左边 是 关于 4 绝对 连续 的 测度 。 右 边 是 关于 奇异 的 测度 。 从 而 两 边 都 等 于 零 ， 定 


理 获 证 。 
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SE 遍历 理论 始 于 19 世纪 后 期 所 研究 的 统计 力学 中 的 某 些 问 题 。 从 那 以 后 它 迅猛 


发 展 且 在 很 多 数学 学 科 中 ， 特 别 是 在 那些 与 动力 系统 以 及 概率 论 相关 的 学 科 中 产生 
了 广泛 的 影响 。 我 们 的 目标 不 是 试图 给 出 这 个 广泛 和 吸引 人 的 理论 的 一 个 说 明 。 相 
反 地 ， 我们 将 介绍 限制 在 作为 它 的 基础 的 一 些 基 本 的 极限 定理 。 这 些 定理 最 自然 地 
建立 在 一 般 形式 上 的 抽象 测度 空间 上 ， 从 而 为 我 们 极 好 地 阐明 了 本 章 建 立 起 来 的 一 
般 框架 的 意义 。 

该 理论 的 框架 是 一 个 r 有 限 的 测度 空间 (下 ,人 AM ,x)， 其 上 定义 一 个 映射 +: X 一 
X 使 得 只 要 EE 是 的 一 个 可 测 子 集 ， 则 7 (天 ) 也 是 ， 且 AT- (E))==j(E)。 这 
里 "~ (E) 是 EE 在 + 下 的 原 像 ; 即 7~(E)==|xeX:rT(x)= 二 El|。 具 有 这 些 性 质 的 映 
射 + 称 为 一 个 保 测 变 换 。 如 果 对 这 样 的 + 附加 性 质 : 它 是 一 个 双 射 且 + 也 是 一 个 
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保 测 变换 ， 则 称 r 为 保 测 同 构 。 
我 们 注意 到 若 7 是 一 个 保 测 变 换 ， 上 且 硅 f 是 可 测 的 ， 则 f(T(x)) 是 可 测 的 ; 而 
若 f 是 可 积 的 ， 则 f(r(x) ) 是 可 积 的 ; 此 外 ， 有 


FACr Ce) ) d(x) fr) dp) (18) 


事实 上 ， 若 Xs 是 集合 5 的 特征 函数 ,我 们 注意 到 X(T(x) ) 二 X=-ugp)(x)， 因 此 该 
断言 对 可 测 集 的 特征 函数 成 立 ， 从 而 对 简单 郊 数 成 立 ， 因 此 由 通常 的 极限 论证 法 对 
所 有 的 非 负 可 测 函 数 ， 以 及 可 积 函 数 都 成 立 。 为 以 后 的 目的 ， 我们 这 里 记载 7 一 个 
等 价 的 陈述 : 只 要 f 是 一 个 实 值 可 测 函 数 而 a 是 任何 实数 ， 则 
(txsf(x)>at)=p( Ir/(7(#))> Qi ) so 

在 继续 之 前 ， 我们 描述 保 测 变换 的 几 个 例子 : 

(1) 这 里 X= 二 ZC (整数 集 )， 其 中 凡是 计数 测度 ; 即 对 任何 EC Zu(E)=#(E) 二 E 
中 整数 的 个 数 。 我 们 定义 r 为 单位 变换 r， n>n +1。 注 意 到 7 给 出 Z 的 一 个 保 测 同 构 。 

(ji) 另 一 个 简单 的 例子 是 具有 勒 贝 格 测度 的 X= R”"， 而 7 是 对 某 闻 定 的 he 
R” 的 平移 ，r: xhF-x+ji。 这 当然 是 一 个 保 测 同 构 。 (参见 第 1 章 中 的 关于 勒 贝 格 
测度 的 不 变性 那 一 节 。) 

(下 ) 这 里 是 一 个 单位 圆 ， 由 R/Z 给 出 ， 其 上 的 测度 是 R 上 的 勒 贝 格 测度 
诱导 的 测度 。 即 ， 我们 可 以 把 站 看 成 单位 区 间 (0,1] ， 并 取 j 为 限制 在 这 个 区 间 上 
的 勒 贝 格 测 度 。 对 任何 实数 a， 以 世 为 模 的 平移 x 一 x+a， 在 站 二 R/Z 上 是 合理 定 
义 的 ， 而 且 是 保 测 的 。( 见 第 2 章 相关 的 习题 3。) 它 可 以 解释 为 一 个 圆周 作 2ma 角 
度 的 旋转 。 

(1V) 这 个 例子 中 下 还 是 具有 勒 贝 格 测度 jy 的 (0,1], 但 是 7+ 是 双 售 映射 
T(x) 二 2x mod 1。 容 易 验 证 7 是 一 个 保 测 变 换 。 事 实 上 ， 任 何 集合 BC(0,1] 有 两 
个 原 像 El 和 EE,， 第 一 个 在 (0,17/2] 和 第 二 个 在 (172,1],， 者 互 是 可 测 的 ， 它 们 的 
测度 都 是 (EE)/2。( 见 图 1) 然而 , 7 不 是 一 个 同 构 ， 因 为 7 不 是 一 个 单 射 。 


图 1 5 在 双 倍 映射 下 的 原 像 E， 入 ， 


(V) 连 分 数理 论 中 的 一 个 关键 变换 给 出 一 个 更 巧妙 的 例子 。 这 里 X==[0,1) 
而 7 定义 为 7T(xz) 王 一 1 二，1 人 的 分 数 部 分 ; 当 x*= 二 0 时 , 令 7(0)==0。 高 斯 观 


[全 es 让 
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Ns tp 


像 可 能 有 无 穷 多 个 ; 即 数列 11A(x +k) | fF-1。 这 个 例子 的 更 多 内 容 见 后 面 的 问题 
到 10。 

前 面 已 经 指出 了 这 些 例子 ， 现 在 我 们 可 以 回 到 一 般 理 论 上 来 。 前 面 描述 的 概念 
是 有 趣 的 ， 特 别 地 ， 因 为 它们 抽象 了 动力 系统 的 思想 ， 动 力 系统 的 全 部 状态 由 空间 
XX 表示， 其 中 每 一 个 点 xe 都 给 出 了 系统 的 一 个 特定 状态 。 映 射 +: X 一 X 表示 系 
统 经 过 一 个 单位 时 间 后 的 变换 。 对 这 样 的 一 个 系统 ， 经 党 会 与 不 随 着 演变 而 改变 的 
“体积 ”和 “质量 ”的 概念 联系 ， 这 是 不 变 测度 jy 的 作用 。 和 迭代 7” 一 re Te …。 了 
(n 次 )， 表示 系 统 在 n 个 单位 时 间 后 的 演变 ,我 们 主要 关注 的 是 当 mn" 一 时， 与 系 
统 有 关 的 各 种 量 的 平均 行为 。 从 而 引导 我 们 研究 平均 值 


nl 
A,(f) (x)——Y f(t(#)), (19) 
&=0 


以 及 它们 在 n 一 % 时 的 极限 。 我 们 现在 转向 这 个 问题 。 
5.1 平均 遍历 定理 
我 们 考虑 的 处 理 平均 值 式 (19) 的 第 一 个 定理 纯粹 是 希 尔 伯 特 空间 性 质 的 。 从 
历史 的 观点 上 说 它 先 于 下 面 要 证 明 的 定理 5.3 和 定理 5.4。 
下 面 为 定理 的 具体 应 用 ， 人 们 取 希 尔 伯 特 空 间 厄 为 广 (X,M ,pn)。 给 定 X 上 
一 个 保 测 变换 Fr， 定 义 1t 上 的 线性 算 子 7 为 
TA 二 一 效用 Js (20 ) 
则 了 是 一 个 等 距 上 映射 ， 即 
[sd a (21) 
其 中 | 表示 希 尔 伯 特 空间 ( 即 世 ) 范 数 。 该 性 质 明 显 可 以 由 式 (18) 中 用 | 
替 了 了 得到。 观察 到 若 假设 7 是 一 个 保 测 同 构 ， 则 7 是 可 逆 的 和 西 的 ; 但 是 我 们 不 这 
样 假设 。 
现在 有 了 上 面 的 了 7， 考虑 由 不 变 向 量 组 成 的 子 空 间 $S, $==|feH:T(/)=f|。 
显然 ， 因 为 式 (21) ， 子 空间 $ 是 闭 的 。 邻 已 表示 该 子 空间 上 的 正 交 投影 ， 下 面 的 
定理 处 理 “ 平 均 ” 收 敛 ， 意 味 着 依 范 数 收敛 。 
定理 5.1 假设 7 是 希 尔 伯 特 空 间 1f 上 的 一 个 等 距 上 映射 ， 而 已 为 了 的 不 变 回 


量 组 成 的 子 空间 上 的 正 交 投影 ， 邻 4 一 一 (T+T+TP+…+7" 1!)， 则 对 每 个 /e 


， 当 nn 一 % 时 4, (/) 依 范 数 收 合 于 P(f)。 

结合 上 面子 空间 $ 的 定义 ,我 们 考虑 子 空间 5, =|fe H:7*(/)=f| 和 5,=|fe 
H:f=g-Tg,geXHI; 这 里 7* 表示 7 的 伴随 。 则 5S, 像 S 一样， 是 闭 的 , 但 5 不 
一 定 是 闭 集 。 我 们 用 5 表示 5 的 闭 包 。 定 理 的 证 明基 于 下 面 的 引 理 。 

引 理 5.2 ”下面 关于 子 空间 S$，S ,和 5 的 关系 成 立 : 


C1 剖 二 可 

( 这) 5, 的 正 交 补 是 5。 

证 首先 ， 由 于 7 是 一 个 等 距 同 构 , 对 所 有 f/f, geH， 有 (7,Tg) 二 (f,g)， 从 
而 7*7T=1。( 见 第 4 章 中 的 习题 22。) 因此 , 若 人 Y=f, 则 7* =7*f， 这 意味 着 
f=7*f。 要 证 明 相反 的 包含 关系 ,假设 7*f==f。 作 为 一 个 推论 (f,7*f-f)=0， 因 
此 (f,7)-(f,f)=0; 即 (7,f)= fl?。 然而， Y= fl， 因 此 我 们 上 面 是 柯 西 - 
施 瓦 茨 不 等 式 取 等 号 的 例子 。 由 第 4 章 习 题 2 的 结果 我 们 得 到 f= df， 由 上 面 给 出 
Tf 二 f/， 从 而 ( i ) 获 证 。 

接 下 来 我 们 观察 到 /属于 5 的 正 交 补 恰好 有 对 所 有 的 geH，(f,g - Tg) 二 0。 然 
而 ， 这 意味 着 对 所 有 的 g,(f-7Y,g)=0 ,从 而 f= 7*f/， 由 ( i ) 部 分 意味 着 fe 5。 

已 经 建立 了 引 理 ,我们 可 以 完成 定理 的 证 明 。 任 给 feX, 记 f= 有 hh+f， 其 中 
eS 而 hh eS( 由 于 S 和 S| 互 为 正 交 补 )。 固 定 s 之 0 并 取 f'e 5, 使 得 
1fi -了 1 三 z。 然 后记 

A =A RI tA FI +A, Ch -fF!), (22) 


且 分 别 考 虑 每 一 项 。 
对 于 第 一 项 ， 由 于 PP 是 $$ 上 的 正 交 投 影 ， 所 以 P(f)== 及 ， 由 于 Th = 二 h 可 导出 
nl 
对 每 个 n 宇 1, 4, (fn) 一 7:(f)=f=P(f)。 
几 大 二 0 
对 于 第 二 项 ， 由 5, 的 定义 并 取 geX 使 得 ==g -Tg。 从 而 


nl | 
rp er 下) 一 下 (人 
“ k=:0 =0 


=——(g-T'(g)). 

由 于 7 是 等 距 映 射 ， 上 述 等 式 表明 当 nw% 时 4, (Fi) 依 范 数 收敛 于 0。 

对 于 最 后 一 项 ,我们 再 次 利用 每 个 有 都 是 等 距 映 射 的 事实 得 到 

nl 
| A. (Ai A) SE TU -fs | -7 < o。 

最 后 ， 由 式 (22) 和 上 面 的 三 个 观察 ,我 们 导出 lim sup 14,( 有 -P( 有 ) | 三 e， 由 
此 完成 了 定理 的 证 明 。 

5.2 极 大 人 遍历 定理 

我 们 现在 转向 平均 函数 (19) 的 几乎 处 处 收敛 的 问题 。 与 第 3 章 出 现 的 微分 定 
理 中 的 平均 值 情 形 一 样 ， 处 理 这 些 逐 点 极限 的 关键 在 于 估计 它们 相应 的 极 大 函数 。 
目前 情况 下 ， 这 个 函数 定义 为 


m—1 
f(x)= sup 一 |f(r(x)) 。 (23) 
1<m<= ~ mi 0 
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定理 5.3 只 要 feL(X,n)， 对 几乎 每 个 x 极 大 函数 "(x) 是 有 限 的 。 此 外 ， 

存在 一 个 普 适 常数 4 使 得 
对 所 有 a 0op( |x (x)> al)<E fo. (24) 

该 定理 有 几 个 证 明 方 法 。 我 们 选择 的 证 明 方法 强调 了 与 第 3 章 1.1 节 给 出 的 极 
大 国 数 的 密切 联系 ， 事 实 上 我 们 将 从 该 章 的 一 维 情 形 推导 出 目前 的 定理 ， 这 个 论证 
给 出 的 式 (24) 中 的 稼 数 为 4 一 6。 通 过 一 个 不 同 的 论证 人 们 可 以 得 到 芝 数 4 三 1， 
但 是 这 个 改进 和 我 们 下 面 的 讨论 无 关 。 

在 证 明 开 始 之 前 ， 我 们 先 做 一 些 预 备 性 说 明 : 注意 到 目前 情况 下 , f° 自动 是 
可 测 的 ， 因 为 它 是 可 数 个 可 测 函 数 的 上 确 界 。 而 且 ， 我 们 还 可 以 假设 函数 了 是 非 负 
的 ， 和 否则 可 以 用 | 了 | 替代 它 。 

第 1T 步 下 三 Z 和 73 npn +1 的 情况 。 

对 每 一 个 Z 上 的 函数 /， 我们 考虑 它 到 R 上 的 延 拓 f/f， 对 n 过 x 二 n+1,ne2Z 定 
义 了 (x)= 二 f(n)( 见 图 2)。 


fln) fCx) 
3 i 
©. 和 一 
bd @- 一 
种 和 = 
和 一 | 
=1 n=0 ] 2 ml x=0 ] 2 


加 2 7 了 到 R 上 的 延 折 


类 似 地 ,车 户 己 Z， 用户 表示 RR 中 的 集合 U Im，n+1)。 由 这 些 定义 我 们 得 


NEL 


到 m(B)=#(E) 与 | 了 (x) dr = (BK),， 从 而 If | any= Nf iez)s 这 里 m 是 R 上 


nez 
的 勒 贝 格 测度 ，# 是 Z 上 的 计数 测度 。 注 意 到 


m=—] 


5 fnt+h)= | Fonti)d, 
Ek = 


然而 ， 因 为 每 当 xe|[n,n+1) 时 就 有 hbF ltd | Fx +1)dt， 于 是 得 到 


mo—] 


] 
mn+th)<| 


将 上 式 对 所 有 m 三 1 取 上 确 界 ， 并 注意 到 (m+1)/m 夺 2， 则 可 得 到 
f'"(n)<2(f ) (x) weln,n+l)s (25) 


| ] 


mm +1 | ,f(x+0) di,xe [n,n+l1)s 


Mm. 
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这 里 的 记号 必须 认 清 楚 : f*(n) 表 示 由 式 (23) 定义 的 Z 上 的 函数 的 极 大 函数 ， 
其 中 f(T*(n))==f(n+k)， 而 (1 ) "是 第 3 章 定义 的 RR 上 的 延 拓 函 数 广 的 极 大 函数 。 
由 式 (25) 得 
tC {nf Cn al Sm reRtr) wa), 
从 而 根据 关于 R 的 极 大 定理 ， 后 者 可 以 被 4A'/( ax2 ) |F (x) dx 二 24'/a | 了 lin 极 


大 化 。 该 定理 中 出 现 的 常数 少 (那里 用 4 表示 ) 可 以 取 到 3。 因 此 有 
#( nsf*(n)> al)s<w hac, (26) 


因为 | ucw 王 luz)。 这 处 理 了 X=Z 的 特殊 情况 。 
第 2 步 ， 一般 情 况 。 
我 们 通过 一 个 手法 将 刚 证 明 的 对 Z 成 立 的 结果 “转移 ”到 一 般 的 情形 。 
我 们 继续 如 下 。 
对 每 个 正 整 数 N， 考 虑 截断 的 极 大 函数 fw ， 它 定义 为 
m—l 
fn(*)= sup mE A 7 (ns 


由 于 fx (*) | 组 成 了 关于 刘 的 递增 序列 ， 且 对 每 个 x, limv(xz) 一 六 xz) ， 只 需 证 明 
A 
pliwafv(s)> le | f ex， (27) 


其 中 币 数 4 和 WN 无关。 令 N 一 om 可 以 得 到 想 要 的 结果 。 
因此 我 们 估计 fy 而 不 是 抬 , 为 简化 记号 ,把 1 记 为 f°, 去 掉 下 标 N。 我 们 的 
论证 将 极 大 孔 数 ”和 特殊 情况 Z 下 产生 的 极 大 函数 对 比 ， 为 阐明 下 面 的 公式 ， 
我 们 临时 采用 AM (了) 来 表示 第 二 个 极 大 函数 。 从 而 对 定义 在 ZZ 上 的 正 函 数 1， 令 
mC—l 


AM (n)=sup—y f(n+k), 
Is<m M70 


y221 
现在 从 半 上 的 可 积 清 数 1 开 始 ， 定 义 XxZ 上 的 函数 为 Es 


J 


HT (wy) ri 0, 
Fen) 
0 ,1 <0, 


则 
m— | m —] 


hn MN x)=T Ars)) = F(x,h), 
Me) Mi =0 
在 上 式 中 用 7"(x) 代 兰 x， 因 为 rT" (7r"(xz)) 一 7 (zx)， 则 有 
/中 一 | 


FY) )=——y F(x,nt+k), 
m=0 
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现在 固定 一 个 大 的 正 数 a 并 目 令 b= 二 a+N, 记 Ff, 为 XxZ 上 的 截断 函数 ,定义 为 
车 nn 二 6b,F,(x,n)= 二 F(x,n); 其 他 情况 下 都 有 F,(x,n) 二 0。 于 是 有 


nm—l 


sm<NHn<a, 则 4%(/ (r(x) )——D F(xsn+k)s 
k' =:Q 


因此 从 而 看 于 过 w， 则 
天 CT JE MOR) (En) (28 ) 
(回顾 f° 就 是 fy !) 这 是 我 们 希望 得 到 的 两 个 极 大 函数 的 对 比 。 现 在 设 E, 一 |x: 
请 (x) 这 a| ， 则 由 7 的 保 测 性 质 ,， p(x:A(T"(x)) 三 al )==p(E。)。 因 此 乘积 空间 X x 
Z 中 集合 | (x,n) E 下 xZ:Fr (xz))>>ao 芝 na 二 cx 的 乘积 测度 凡 x# 和 等 于 叹 ( 尼 )。 然 
而 ， 由 于 式 (28) 这 个 集合 的 几 x# 测 度 不 会 超过 


#1neZ:M(F,) (x,n)> al ) de 
由 于 对 Z 的 极 大 估计 式 (26) ， 于 是 得 到 上 面 的 被 积 困 数 不 超过 
A 交 
a | 和 一 之) )，, 
其 中 当然 4 三 6。 
因此 ， 在 对 上 积分 上 且 由 | KKr"(z) ) dh 二 A(x) 得 到 
4 A 
pm(E,)<— Lb A ot +N) firex) 6 


从 而 p(B。)< 人 (1 4 fluxr)， 令 a 一 % 得 到 估计 式 (27)。 正 如 我 们 看 到 的 ， 


最 后 一 个 式 子 当 NV 一 o 时 得 到 极限 ， 从 而 完成 了 证 明 。 

5.3 逐 点 遍历 定理 

我 们 要 研究 的 极限 定理 系列 的 最 后 一 个 是 逐 点 (单独 的 ) 遍 历 定理 ， 它 结合 了 
前 面 的 两 个 定理 的 思想 。 这 一 阶段 为 方便 起 见 ， 我们 假设 测度 空间 (X,n) 是 有 限 
的 ; 我 们 可 以 规范 化 测度 WM 使 得 (XX)=1。 

定理 5.4 假设 f 在 XX 上 可 积 ， 则 对 几乎 每 个 xeX， 当 mm 一 % 时 平均 值 4,(/)= 


也 一 
ED r(x) ) 收 敛 于 一 个 极限 。 
“庆生 入 
系 5.5 若 用 P'( 有 ) 表 示 该 极限 ， 则 有 
PD due) hf) dur). 


此 外 ， 当 feL(X,p) 时 P'(f/)=P(f)。 
证 明 的 思路 如 下 : 我 们 首先 对 一 个 稠密 于 (X 以 ) 的 函数 集 证 明 4,, (了 ) 几乎 处 


A An 


处 收敛 于 一 个 极限 。 然 后 用 极 大 定理 说 明 这 缠 含 着 结论 对 所 有 可 积 消 数 成 立 。 

我 们 从 以 下 说 明 开 始 。 因 为 XX 的 全 测度 为 1， 故 有 (X,n)CL(X,p) 以 及 
fw 和 fix， 并且 志 (X,n) 在 L(X, 风 ) 中 稠密 。 事 实 上 , 着 f 属 于 上， 考虑 序 
列 | 天 | 它 定义 六 记 (xw) 一 fw) 车 1f(z)| 半 ni (zs)=0， 其 他 。 则 每 个 所 显然 
属于 ,由 控制 收敛 定理 得 ff .1 一 0。 

现在 始 于 可 积 函 数 / 和 任何 这 0, 可 以 将 f 写 为 /二 +H,， 其 中 HL< e， 
而 = 二 Ro+(1--7)G, 其 中 和 G6 都 属于 世 , 且 7T(Fo)==Fo， 其 中 7T(F)=Fo(7 
(x) )。 要 得 到 f 的 这 个 分 解 ， 首 先 记 f= 二 1" +h', 其 中 feL 和 hh 4 e/2， 这 
可 以 通过 天 在 局 中 的 稠密 性 做 到 。 然 后 ， 由 于 引 理 5.2 中 的 子 空间 51 和 5 在 亿 互 
为 正 交 补 ， 我 们 可 以 找到 Fo eS 和 Fi eSi 使 得 f= Fo+F +h， 其 中 中 下 本 < 7 
2。 因为 Re5, 自然 具有 形式 也 =(1 =7)G， 所 以 得 到 f= 二 了 + 和 ,其 中 下 二 Fo + 


(1-7T)G 和 =h+h'。 从 而 HD 上 jw 二 hw+ hw4 且 由 于 hi 半生 二 


z/2， 因 此 得 到 了 想 要 的 了 的 分 解 。 
FA = T= + 一 (1 -7"(6)), 正如 我 们 在 定 


理 5.1 的 证 明 中 看 到 的 。 注 意 到 对 几乎 每 个 +eX， 当 m 一 w= 时 一 7"(6) 一 一 C(7” 


(x) ) 收 敛 于 零 。 事 实 上 ， 由 单调 收敛 定理 知 ， 级 数 二 (G(r"(x)))? 几 乎 处 处 
mm 三] 
收敛 ， 因 为 它 沿 蕊 的 积分 


oo 


| We 
之 -zl 1"G i 


A 
m=1m Lm 
是 有 限 的 。 
因此 ，4 (天 )(x) 对 几乎 每 个 xseX 收敛 。 最 后 ， 为 证 明 4, (1) (x) 的 相应 收敛 
性 ， 我 们 像 第 3 章 定 理 4 那 样 论 证 ， 且 令 
Es —[x: lim sup | Aa(f) (x)-An(f) (x) > al, 
则 仅 需 证 明 对 所 有 a 0, ju(E。)=0。 然而， 由 于 4,(f)-4,(f)==4,(F)-A,(F)+ 
A,( 昌 )- 4A。(H)， 且 当 m-% 时 4,(F)(x) 几 乎 处 处 收 化 这 就 得 到 EE。 内 几乎 每 一 
个 点 都 包含 于 加 ， 其 申 
Es=—|x: sup |A,(H)(x)-An(H) (x)> al, 
从 而 (入 ( 权 ) 志 pp( 1x:2supn | 4A; (如 ) (x)|>al)。 由 定理 5.3 知 ， 最 后 
量 被 4/(a/2) 有 Hew 二 2s4Xa 极 大 化 。 由 于 se 是 任意 的 ， 故 (Es)=0， pi 
(有 (x) 对 几乎 每 个 x 是 一 个 柯 西 列 ， 定 理 得 证 。 
要 建立 系 ， 注 意 到 若 JE 性 (X)， 由 定理 5. 1 我 们 知道 , 4 (f) 在 广 范 数 下 收 
敏 于 P(f) ， 从 而 存在 一 个 子 列 几 乎 处 处 收 伍 于 P( 门 ， 说 明 在 这 种 情况 下 有 已 ( 力 二 


ep 
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P'(f)。 然 后 ， 对 任何 仅仅 是 可 积 的 f， 有 


ml 
Fl 0 ar < ATO dn)= A) dt) 


因此 由 于 几乎 处 处 有 4 (有 ) 一 P'(/) ， 故 由 法 图 引 理 得 到 | | P'(/) (zjldqu(z) 挟 


fC) 


由 此 证 明了 系 。 

可 以 证 明 在 去 挥 空间 外 测度 有 限 的 假设 下 ， 定 理 和 系 的 结论 仍 成 立 。 习 题 26 
概述 了 为 得 到 这 个 更 一 般 的 结论 对 证 明 所 需要 做 的 修改 。 

5.4 遍历 保 测 变换 

形容 词 “ 滔 历 ”通常 应 用 在 上 文 证 明 的 三 个 极限 定理 中 。 它 还 有 一 个 相关 但 
是 独立 的 用 途 是 描述 空间 X 的 一 类 重要 的 变换 ， 

我 们 说 天 的 一 个 保 测 变换 r 是 遍历 的 ， 若 当 五 是 一 个 “不 变 的 ”可 测 集 时 ， 
即 EE 和 7 (EE) 相 差 一 个 零 测度 集 ， 则 或 Er" 测度 为 零 。 

该 遍历 性 条 件 有 一 个 有 用 的 改写 。 扩展 5.1 节 用 过 的 定义 ,我 们 说 一 个 可 测 函 数 f 
是 不 变 的 ， 如 有 果 对 几乎 处 处 的 xe 针 有 f(x) 三 f(T7(x))， 则 7 是 遍历 的 充 要 条 件 是 不 变 
也 数 等 价 于 常数 。 事 实 上 ， 设 7 是 一 个 遍历 变换 ， 且 假 设 f 是 一 个 实 值 不 变 函 数 ， 则 每 


不 等 价 于 某 个 常数 ， 则 对 某 个 a, p(B,) 和 (EE) 必须 有 严格 正 的 测度 。 反 之 ,我 们 仅 
需 注 意 到 硅 所 有 的 可 测 集 的 特征 函数 是 不 变 的 ， 必 须 是 常数 ， 则 7 是 遍历 的 ， 

下 面 的 结果 包含 定理 5.4 关于 遍历 变换 的 结论 。 我 们 保持 定理 5.4 的 假设 ， 瓜 
空间 站 的 测度 等 于 1。 z 

系 5.6 假设 7 是 一 个 遍历 的 保 测 变 换 ， 对 任何 可 积 也 数 /有 


i LA 
当 mm 一 oo 时 ， 元 壮 几 r (*) ) 收 人 到 | au， a. €. EX 


这 个 结果 说 明了 /的 “时 间 平 均 ”等 于 它 的 “空间 平均 ”。 

证 ”由 定理 5.1 我 们 知道 只 要 Je 已 ， 平 均值 4 (六 就 收 系 于 PLD) ， 其 中 己 是 不 变 
向 量子 空间 上 的 正 交 投影 。 由 于 这 种 情况 下 不 变 向 量 构成 了 一 个 由 常数 函数 张 成 的 一 维 
空间 ,我 们 观察 到 PP 一 1(/,1)= | 7d， 其 中 1 指明 函数 在 XY 上 等 于 1。 为 证 明 此 ， 
注意 P 在 常数 上 是 恒 同 算 子 ， 且 消除 了 所 有 正 交 于 常数 的 函数 。 然 后 我 们 将 任何 /e 
L 写成 &g+h, 其 中 ge 而 hm<a, 则 P'( 有 )==P'(g)+P'(h)。 然而， 我 们 还 
知道 P'(g) 一 P(g)， 且 由 定理 5.4 的 推论 可 知 上 P'(h)| 志 上 hw 过 s。 从 而 


PD- [fly=| Cg- dp +P'(h), 


5 "遍历 定理 


可 得 P= ju li lg fw te 二 2z。 这 说 明 P'(/) 是 常数 | fp， 结论 获 证 。 

我 们 现在 详细 描述 一 下 遍历 性 的 性 质 以 及 通过 几 个 例子 阐明 它 的 要 由 。 

a) 圆周 的 旋转 

这 里 我 们 取 第 5” 节 开 头 的 《下 ) 摘 述 的 例子 。 在 具有 诱导 的 勒 贝 格 测度 的 单位 
加 RZZ 上 ,我 们 考虑 由 x 一 x +a mod 1 给 出 的 作用 +。 结果 是 : 

e。 映射 + 是 遍历 的 当 且 仅 当 a 是 一 个 无 理 数 。 

首先 ， 夺 a 是 一 个 无 理 数 ， 由 等 分 布 定理 可 知 ,， 铬 1 是 [0,1] 上 的 连续 周期 函 
数 (f(0)==f(1))， 则 对 每 个 x*， 当 n 一 % 时 ， 


n—l 1 
5 f(x +ha) | f(x) dr (29) 
£0 


此 定理 可 论证 如 下 了 >。 首先 分 n= 二 0 和 n 关 0 两 种 情况 验证 式 (29) 对 所 有 的 f(x)= 
er neZ 成立。 然后 得 到 式 (29) 对 任何 三 角 多 项 式 ( 有 限 个 这 样 的 指数 函数 的 
线性 组 合 ) 成 立 。 最 后 ， 任 何 连 续 周 期 国 数 都 可 以 被 三 角 多 项 式 一 致 遇 近 ， 因 此 
式 (29) 转 至 一 般 的 情况 。 

现存 车 PP 是 不 变 1 函数 上 的 投影 ， 则 定理 5. 1 和 式 (29) 表 明 P 将 连续 周期 函 
数 投影 到 常数 。 由 于 这 个 子 空 间 在 [7 中 是 秽 密 的 ， 故 得 到 PP 将 所 有 的 函数 投影 
到 常数 ; 因此 不 变 的 17 函数 是 常数 ; 从 而 7 是 遍历 的 。 

男 一 方面 假设 a 二 p/g。 选 择 任 何 集合 bo CC(0,17g) 使 得 0 二 m(Eo) 二 1/g, 设 E 
大 示 不 相交 的 并 集 UU (Eo+ rd)， 则 显然 天 在 r: x~x+g 下 是 不 变 的 ,， 和 目 0<m(E)= 
gm( oD) 三 1; 从 而 7 不 是 遍历 的 。 

我 们 利用 的 性 质 式 (29)， 它 涉及 在 所 有 点 的 极限 的 存在 性 ， 事实 上 比 遍历 性 
强 : 它 蕴 含 着 对 映射 +r， 只 = 二 dx 是 唯一 遍历 的 。 意 思 是 车 v 是 被 7 保持 的 X 中 博 
雷 尔 集 上 的 测度 且 v(X)=1, 则 v= 二 pp。 

为 理解 目前 情况 下 就 是 这 样 ， 令 P, 为 由 定理 5.1 保证 的 在 空间 广 (X,v) 上 的 
正 交 投影 ， 则 式 (29) 再 次 说 明 已 ,在 连续 函数 空间 上 ， 然 后 是 整个 一 (X,z) 上 的 


\ | 
值 域 就 是 常数 函数 构成 的 子 空间 ， 从 而 P,(/)= [fdv。 


| 1 
这 意味 着 只 要 /是 连续 周期 函数 ,| f(x)dx 一 [fdv 。 通 过 一 个 简单 的 极限 论 
证 我 们 可 以 得 到 测度 dx 一 虹 ， 且 ”在 所 有 的 开 区 间 上 一 致 ， 从 而 在 所 有 的 开 集 上 
- 致 。 由 此 证 明了 这 两 个 测度 是 相同 的 。 
一 般 情况 下 ， 唯 一 遍历 的 保 测 变换 是 遍历 的 ， 但 是 正如 我 们 下 面 将 看 到 的 反之 
不 一 定 成 立 。 


人 也 见 林 书 工 中 的 第 4 章 第 2 节 ， 


攻 E 全 


人 
Y 《及 


b) 双 倍 映射 

我 们 现在 考虑 映射 x H*2xzmodl，xeE(0,1|]， 其 中 到 是 勒 贝 格 测度 ， 这 是 出 现 
在 5* 节 开头 的 例子 (iv)。 下 面 将 证 明 7 是 遍历 的 且 满 足 一 个 更 强 的 称 为 混合 -的 
性 质 。 它 定义 如 下 。 

车 7 是 空间 (X) 上 的 保 测 变换 ， 则 说 它 是 混合 的 ， 若 只 要 已 和 下 是 一 对 可 测 
子 集 ， 就 有 

当 娩 o 有 时, 凤 (7 "(EF) op En(F), (30) 

式 (30) 的 意思 可 理解 如 下 : 在 概率 论 中 人 们 经 常 遇 到 被 赋予 概率 的 所 有 可 能 
发 生 的 事件 的 “全 体 ”"。 这 些 事 件 可 以 用 某 空间 (XX,x)， 其 中 j(X)= 二 1， 的 可 测 子 
集 E 来 表示 。 则 每 一 个 事件 发 生 的 概率 是 (EE)。 两 个 事件 EE 和 FF 是 “独立 的 ”， 
如 果 它 们 同时 发 生 的 概率 等 于 它们 每 一 个 单独 发 生 的 概率 的 乘积 ， 即 yy( Ef 1F)= 
(ZE)m(F)。 关 于 混合 的 式 (30) 则 说 的 是 无 论 如 何 选 取 E 和 F 在 时 间 n 趋 各 无 穷 的 
极限 过 程 中 ,集合 7 "(Ek) 和 是 渐 近 独立 的 。 

然后 我 们 观察 到 混合 的 条 件 可 由 一 个 看 上 去 更 强 的 条 件 所 蕴含 


当 n—=% 时 , (Tf,g)—=(f;1)(1,8), (31) 


其 中 ， 当 和 g 都 属于 (XX,p) 时 ，T"( 有 (x) 二 f(T"(x))。 取 /=Xs 和 g 二 Xp 立即 
可 以 得 到 这 个 殖 含 关系。 反之 也 成 立 ， 不 过 我 们 把 证 明 作 为 习题 留 给 读者 。 
我 们 现在 指出 混合 条 件 毕 含 z 的 遍历 性 。 事 实 上 ， 由 式 (31) 得 


及 一 ] 


(4 ,8) 一 一 可 (778) 收敛 于 (P1D)(1,8)。 
“发 三 人 


这 意味 着 (P(f) ,g) 二 (f,1)(1,g)， 从 而 P( 有 与 了 折 有 正 交 于 常数 的 函数 g 正 
交 。 这 当然 意味 看 P 是 投影 到 常数 上 的 正 交 投影 ， 从 而 7 是 遍历 的 。 

我 们 注意 到 双 倍 映射 是 混合 的 。 事实 上 , 若 f(x)=e™™*, g(x) 二 ex"™*， 则 (4,1) 
(1,g) 二 0， 除非 m 系 痢 为 0， 在 这 种 情况 下 乘积 等 于 1。 但 是 , 这 时 (Tf, g)= 


Eo 
[ee ?rdx， 它 对 充分 大 的 n 等于零 ， 除 非 m 和 上 都 为 0， 这 时 积分 等 于 1， 


从 而 式 (31) 对 所 有 的 指数 函数 f(x) 二 e™”*，g(x*) 二 e™* 成 立 ， 因 此 由 线性 性 质 知 
对 所 有 的 三 角 和 多项式 f 和 g 成 立 。 由 此 利用 第 4 章 的 完备 性 ， 可 以 过 渡 到 对 所 有 广 
((0,1]) 中 的 f 和 g 成立， 这 通过 在 三 范 数 下 用 三 角 多 项 式 通 近 这 些 函 数 实现 。 

我 们 观察 到 单位 加 上 对 无 理 数 a 的 旋转 变换 r: x Px +a 是 遍历 的 ,但 不 是 混合 
的 。 事实 上 ， 如果 取 f(x)=g(x)=e™™*, mz#0, 则 (Tf,g)=e™™(f,g)=e”"™, 
而 (f,1) 二 (1,8) 二 0; 从 而 当 n 王 w 时 (TY,g) 不 收 合 于 (Jf,1)(1,8)。 


〇 该 性 质 常 党 称 为 “ 强 混合 ”以 区 别 于 男 一 种 称 为 “ 弱 混 合 ” 的 遍历 性 。 


最 后 ， 我 们 注意 到 (0,1] 上 的 双 们 映射 +: x HH*2xz modl 不 是 唯一 遍历 的 。 除 
了 勒 贝 格 测度 之 外 ， 测 度 w，v111==1, 但 是 v(E)=0 帮 1#E， 也 是 被 7 保持 的 。 
下 面 给 出 更 多 遇 历 变换 的 例子 。 
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这 个 附录 目的 是 给 出 希 尔 伯 特 空间 上 的 有 界 对 称 算 子 的 谱 定 理 的 一 个 证 明 概 
要 。 定 理 证 明 中 非 核心 的 细节 留 给 读者 去 补充 。 该 定理 提供 了 与 本 草 处 理 的 勒 贝 
格 -斯 带 尔 切 斯 积分 相关 的 思想 的 一 个 有 趣 应 用 。 


6.1 定理 的 叙述 


希 尔 伯 特 空间 7 上 的 一 个 基本 概念 是 谱 分 解 〈( 谱 族 ) 。 这 是 一 个 从 R 到 MX 上 
的 正 交 投影 的 函数 A 一 E(A)， 它 满足 下 列 条 件 : 

( i ) E(A) 在 以 下 意义 是 递增 的 : 对 每 个 /e HAH， E(A)f1| 是 关于 入 的 增 
函数 。 

(站) 存在 一 个 区 间 [a,b] 使 得 着 和 二 a,E(A) 二 0; 大 入 宇 b,E(A)==1。 这 里 1 
表示 KH 上 的 恒 等 算 子 。 

(证 ) E(A) 是 右 连 续 的 ， 即 对 任何 入 ， 人 们 有 

对 每 个 /eX， limE(p)/=E(A): 
pA 

注意 到 性 质 ( i ) 与 下 列 三 个 论断 〈 对 所 有 满足 到 之 和 的, 掺 成 立 ) 中 的 任 
何 一 个 都 是 等 价 的 : (a) BE(w) 的 值 域 包含 BA ) 的 值 域 ; (b) E(u)E(A)=E(A); 
(e) E(1)-E(A) 是 一 个 正 交 投影 。 

现在 给 定 一 个 谱 分 解 |E(A)| 和 feXH， 注 意 到 函数 和 AP(E(A)f,/)= 上 ECAD)AN? 
是 递增 的 。 因 此 ， 极 化 恒等式 ( 见 第 4 章 第 5 节 ) 说 明了 对 任何 f，g eH， 函数 FF 
(A)==(E(A)f,g) 是 有 界 变 差 的 ， 且 是 右 连续 的 。 有 了 这 两 个 观察 ， 现 在 我 们 可 以 
描述 主要 结果 了 。 

定理 6.1 假设 7 是 希 尔 伯 特 空间 丸 上 的 一 个 有 界 对 称 算 子 ， 则 存在 一 个 谱 分 
解 1E(A)| 使 得 


4 
T= | XaB(A) 
在 下 列 意义 下 , 对 f, geX， 
b b 
(Tg)= | Ad(E(A)/,8)= | AdF(A), (32) 


右边 的 积分 是 在 勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 的 意义 下 取 的 ， 如 同 3.3 市 的 ( 壕 ) 和 (1V)。 

从 以 下 意义 ， 该 结果 包含 了 关于 紧 对 称 算 子 7 的 谱 定 理 。 令 i841 为 了 的 对 应 
于 特征 值 A 的 特征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 ， 这 由 第 4 章 定 理 6.2 保证 。 这 种 情况 
下 ， 通 过 这 个 正 交 展开 定义 的 谱 分 解 


A fe 
:227 
3 
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EF( A )f~ > (fp) pi, 


AN 
容易 验证 它 满足 上 面 的 (i) ，( 边 和 ( 道 )。 我 们 还 注意 到 ‖ B(A)f 用 一 


gi) ， 从 而 F(A) 二 (E(A)f,g) 是 一 个 如 第 3 章 第 3.3 节 中 的 纯 跳跃 函数 。 

6.2 正 算 子 

定理 的 证 明 依 赖 于 算 子 正 性 的 概念 。 若 了 是 对 称 的 ， 且 对 所 有 的 As? 有 
(1f, 有) 大 0， 则 称 7T 是 正 的 , 记 作 7 三 0，( 车 7 是 对 称 的 ， 则 ( 77,f) 自然 是 实数 。) 
明 记 看 安 开 东 罗 ~ 7 宇 0。 对 两 个 正 交 投影 有 到 三 已 当 且 仅 当 对 所 有 fe 


de 


太 ， Ef 二 | Bf ， 这 等 价 于 上 面 摘 述 的 相应 性 质 (a) ~ (ec)。 夺 5 是 对 称 的 ， 
则 T= 二 S57 是 正 的 。 当 了 是 对 称 的 ， 记 
a= min( 7f,f) 和 b= max( 77,f) 对 | 了 | 专 1。 (33 ) 


命题 6.2 假设 了 是 对 称 的 , 则 外 71 科 W 当 且 仅 当 -11 所 7 壹 111。 因此，17 上 IF 
max( | d| ,| |) 。 

这 是 第 4 章 式 (7) 的 一 个 推论 。 

命题 6.3 假设 了 是 正 的 ， 则 存在 一 个 对 称 算 子 5S( 它 可 以 写成 T“) 使 得 $ = 
7 有 上 且 S 与 每 个 同 了 可 交换 的 算 子 可 交换 。 

最 后 一 个 命题 的 意思 是 大 对 某 个 算 子 4 有 47 二 7T4， 则 有 4S= 4 。 

5 的 存在 性 是 显而易见 的 。 在 乘 以 一 个 适当 的 正 数 后 ， 可 以 假设 171 二 1， 


考虑 (1 -人 ”的 二 项 式 展开 ，(1- 昌 “= 一 2 0 ，| 咱 过 1。 这 里 需要 的 相关 事实 
k=0 
是 bi 是 实 的 且 允 |b|<w。 事实 上 ,由 (1 -1)' 的 短 级 数 展开 直接 计算 可 得 
k=0 : 


= 二 1 ,b= 二 -172,b, 三 -=178， 更 一 般 的 ,bb, 二 = 172 12 (k=3/2)7E!l ,kk 
2， 由 此 得 到 b 三 0(k-”Y)。 或 者 更 简单 地 说 ， 由 于 当主 1 时, b, 过 0, -车 在 定 


PS _ _ 
2 义 中 令 tx1, 则 得 -了 》 bi 二 1, 因 此 》 | 站 王 2。 
Ee .3 | We=0 


现在 令 s, (1) 表 示 多 项 式 br ， 则 多 项 式 
:== 和 


(1 -= Pde (34) 
具有 性 质 : 当 n 一 w 时 ，》 | 一 0。 事实 上 , 5,.(2)=(1 -ri( 四 ,其 中 (1)= > 
上 三 忆 大 三 有 十] 


bi ,因此 s(-(1 = 人 一- 天 (OO)-2s(bm(D。 显 然 左 边 是 一 个 次 数 和 27 的 多 项 
式 ， 因 此 和 右边 比较 系数 说 明 只 可 被 3 15 上 bj| 极 大 化 。 由 此 立即 可 得 
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当 mn 一 o 时 > | cf se 所 | ) 一 0。 
为 应 用 该 结果 ,， 设 人 =1-7; 则 0 硅 7T 硅 1， 从 而 由 命题 6.2 得 到 111 科 1。 


> 三 3 人 1 ey by , 其 中 7T»=1。 则 用 算 子 江 数 度量 ， 当 刀 ， 7 一 ，oo 时 ||S， 一 SS | 志 
g'=0 
> ,br 一 0， 因 为 T7117 三 1。 因 此 5, 收敛 到 某 算 子 $5。 显然 对 每 


个 


和 n，5, 是 对 称 的 ， 从 而 $ 是 对 称 的 。 此 外 ， 根 据 式 (34) ，S2 -7=3 ct 
k=0 


而 5; -7 和 el 一 0，n 一 w ,这 蕴含 着 57 = 二 7。 最后, 若 4 和 了 可 交换 ， 则 显 
然 和 每 个 了 的 多 项 式 可 交换 ， 因 此 和 5, 可 交换 ， 从 而 和 5 可 交换 。 命 题 的 证 明 因 
此 完成 。 

命题 6.4 若 T| 和 7, 是 可 交换 的 正 算 子 ， 则 7, 也 是 正 的 。 
事实 上 , 奉 5 是 7 的 由 前 面 的 命题 给 出 的 平方 根 ， 则 77, 二 $537, 二 3S72S$， 因 
此 (TT,f; 有 )==( $7, Sf;f)=(T,Sf;Sf)， 由 于 5 是 对 称 的 ， 因 此 最 后 一 项 是 正 的 。 


命题 6.5 假设 7T 是 对 称 的 ， 而 a 和 4 由 式 (33) 给 出 。 着 p(D)=D ot 是 一 


个 实 多 项 式 ， 且 对 te [4.6] 是 正 的 则 算 子 p(7) 一 好 cr 是 正 的 。 


为 看 到 这 一 点 ， i 记 p(1)=¢ II, Gt-p)ll ,pi -oft-p)+r), 其 中 ¢ 
是 正 的 而 第 三 个 因子 对 应 于 p(t) 的 非 实 根 ( 按 共 思 成 对 出 现 ),，p() 位 于 (a,4b) 内 
的 实 根 一 定 是 偶数 阶 的 。 第 一 个 因子 包含 实 根 p;, pj; 三 a， 第 二 个 因子 包含 实 根 pi， 
3 由 于 每 一 个 因子 7-pj1 ,pt1 -7 了 和 (7T-p1)*+vIil 痢 是正 的 和 可 交换 的 ， 由 
前 一 个 命题 得 到 想 要 的 结论 。 

和 有 p(t) 是 一 个 实 多 项 式 ， 则 


lp(7)ls sup, | PC) | 
{ 志 |d.0 


这 是 利用 命题 6. 2 的 一 个 直接 结论 ， 因 为 =M 二 p(1) 三 WM， 其 中 M= spras [pC ， 
从 而 -MI p(T) 夺 MI。 
命题 6.7 假设 i7, | 是 一 个 正 算 子 序列 ， 它 满足 对 所 有 的 nn，7 三 7, ,1， 则 存 
在 一 个 正 算 子 T， 使 得 对 任何 fe， 当 nn 一 ww 时 ,7T,/*7f。 
证 ”我们 注意 到 对 每 个 固定 的 fe 多 ， 正 数 序列 (Tf, f) 是 递减 的 ， 因 此 它 
收敛 。 现 在 观察 到 对 任何 正 算 子 S$， 其 中 S| 夺 米 ， 有 


SOON SS Mf (35) 


事实 上 ， 二 次 函数 (S(11 #8S)f,(t145)/)= 二 2(Sf,)+24( Sf,SA)+ (S*f,S1) 对 任何 实数 1 
是 正 的 。 因 此 它 的 判别 式 是 负 的 ， 即 S$( 有 A * 志 (Sf,f) (5S2f,Sf)， 从 而 得 到 式 (35 ) 。 
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我 们 将 此 应 用 于 $= 二 7, -7,( 其 中 zm), 则 |7T; -Ti 二 7 生 |= 二 WW 由 于 
当 严 ;总 一 四 有 时 (( 了 = 了 TD) 访 力 一 0， 故 当 二,mm 一 时 77 了 州 一 0。 从 而 lim 7， 
(有 ) 二 7(f) 存 在 ,而 7 显然 也 是 正 的 。 

6.3 定理 的 证 明 

从 一 个 给 定 的 对 称 算 子 7 以 及 由 式 (33) 给 出 的 a 和 565 开始， 我 们 现在 进 一 
步 挖 据 给 每 个 [a,b] 上 的 适当 函数 关联 一 个 对 称 算 子 @(7) 的 思想 。 我 们 按照 结 


论 的 普遍 性 的 增 大 顺序 实施 。 首 先 ,， 若 B 是 一 个 实 多 项 式 》cit*， 则 像 前 面 那 样 ， 
， k 三 0Q 


定义 B(7T) 为 》ci7T"。 注 意 到 这 个 关联 是 同 态 的 : 车 8= B+B,, 则 B(7T)=@， 
开演 站 


(7)+ 再 (7)3 看 下 三 下 BB, 则 B()== B11(7T) BB,(7T)。 此 外 ， 由 于 钙 是 实 
的 (cs 是 实数 )，B(7T) 是 对 称 的 。 

其 次 ， 由 于 [a,b5] 上 的 每 一 个 实 值 连续 水 数 理 都 可 以 被 多 项 式 p, 一 臻 通 近 
( 见 书 1 第 5 章 1.8 节 )， 由 系 6.6 可 知 序列 p,(7) 在 算 子 范 数 下 收敛 于 一 个 极限 ， 
我 们 称 这 个 极限 为 盏 (7) ， 而 且 该 极限 不 依赖 于 逼近 $B 的 多 项 式 序列 。B( 7) 自然 
是 对 称 算 子 。 若 在 [a,b] 上 B(1t) 宇 0 我们 总 是 可 以 取 [a,b] 上 的 正副 近 序 列 ， 从 
而 @(7T)=0, 

最 后 ， 只 要 B 作为 一 个 极限 出 现时 ， 即 P(t)= lim Bt) (其 中 1 更 (4 是 
La,b] 上 递减 的 正 连 续 函 数 序 列 )， 就 可 定义 B(7T)。 事 实 上 ， 由 命题 6.7 可 知 所 构 
造 的 中 ， 的 极限 im @B,(7) 伍 在 。 为 了 说 明 这 个 极限 与 序列 | 更 , ( 间 1 独立， 从 而 $B 
(1) 作 为 上 面 的 极限 是 合理 定义 的 , 令 16B' | 为 另 一 个 收敛 于 更 的 递减 的 连续 函数 序 
列 ， 则 当 给 定 es 二 0 和 固定 的 &， 对 所 有 充分 大 的 n 有 DB'(1) 三 Bj(1)+2。 从 而 对 这 
些 n 有 BD'(7T) 三 B;(7T)+ el1， 先 对 n 取 极 限 ， 然 后 对 上 率 取 极限 ， 再 令 a 一 0， 可 得 
lim @4(7)s lim B,(7)。 由 对 称 性 ， 相 反 的 不 等 式 成 立 ， 因 此 两 个 极限 相等 。 注 
意 到 对 这 些 极 限 函 数 中 的 一 对 函数 ， 夺 对 tela,b] 有 B11(1) BB,(1),， 则 $1(7) 专 
$B,(T), 

基本 函数 BB，B 二 pg*， 对 每 个 实数 入 给 出 谱 分 解 定义 为 

车 tA 入 , 则 gp* (四 =1; 而 着 和 A 过 1, 则 po (7)==0。 
我 们 注意 到 pg*(1) 二 limg* (1)， 其 中 当 4 志 和 时 ,ph(t)=] ， 当 4 宇和 A +1/n 时 ,gh(1) 
二 0,， 有 目 gh(1) 在 te[A,A+1/n] 上 是 线性 的 。 从 而 每 个 p*(1) 是 一 个 递减 的 连续 机 
数列 的 极限 。 依 据 前 面 的 内 容 假 设 
E(A)= ~9*(7), 
由 于 当 | 和 2 时 lim p(t) p(t)= pa (t), 则 有 E(Ai)E(As) 二 BE(A1)。 从 而 对 


每 个 A,E(A) “= 二 E(A)， 且 因为 (A) 是 对 称 的 ， 从 而 它 是 正 交 投影 。 此 外 ， 对 每 
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"Fe 
ECALA N= NECA EC(A IS IE(A, fA, 

因此 E(A) 是 递增 的 。 显 然 着 入 三 a, 则 E(A)=0， 因 为 对 于 那些 和 A， 在 [a,b] 上 9” 
(1) 二 0。 类 似 地 ， 对 于 入 宇 6,E(A)=1。 

接 下 来 我 们 注意 到 A(A) 是 右 连 续 的 。 事实 上 ， 固 定 feKH 和 二 0， 则 对 某 个 
n， 保持 n 固定 ，|E(A)f-p*(T)f 二 se。 然而 当 j 王 A 时 ，qgh (1t) 关 于 1 一 致 收 合 
于 gp*(1)。 因 此 对 适当 的 8, 车 |-A|<=85 有 supi| gh( 四 -gs(1) a。 从 而 由 推论 
(TD)-ps(7T)| 二 se， 因此 |E(A)f-gps(7T)| 二 2a。 现 在 有 了 h 凡 宇和 A， 放 有 E(x) 
E(A)=E(A) 和 E(p)op:(T)=E(p)s 所 以 独 ApyA+6, 则 ECA)f-E(W)fI= 
2z。 由 z 的 任意 性 ， 布 连续 性 得 证 。 

最 后 我 们 验证 谱 的 表达 式 (32)。 令 ae= 王 Mo 二 Ai <… 志 从 一 为 La,b] 的 任何 
满足 supi(Aj -Ai-1)<5 的 划分 ， 则 由 于 


k 
t= (pu) -p(t) )+ tip"(t), 


Bon 


k 
tp (ppt) ) + Aop "(tS t+6, 
=.] 


将 这 些 函 数 应 用 到 算 子 了， 得 到 
k 


TY AN(E(A)- E(Aj-1))+AoE(A)SET +6l, 
= 
从 而 了 7 和 上 面 的 和 的 范 数 至 多 相差 6。 因 此 
k 
OD -BNABOAND-A EQN SSN. 
A 


但 是 随 着 改变 [a,5] 的 划分 ， 令 它们 的 网 宽 6 趋 于 零 ， 上 面 的 和 收 化 于 「 Ad(E 


b \ 
(A)/.f), 从 而 (7 = | Ad(E(A)f,f)， 由 极 化 恒等式 得 到 式 (32 ) 。 
一 个 类 似 的 论证 表明 车 B 在 [a,b] 上 连续 ， 则 算 子 B(T) 有 一 个 类 似 的 谱 表 示 
(BT)f ,0)=[ BA dE) ,8). (36) 


k 
这 是 因为 |@(2)- > BCA (os (= (1))-B(A0)p"(t) ,| =<, 其 中 当 86->0 
j= 
时 ,6'== sup BEES; 1B(1)-B(t')e 趋 于 零 。 
这 个 表达 式 可 以 推广 到 连续 的 复 值 函数 BB (通过 分 别 考 虑 实 部 和 虚 部 ) 或 $B 
为 递减 的 隶 点 连续 的 函数 的 极限 。 


£231 
3 
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6.4 谱 

我 们 说 KH 上 的 有 界 算 子 $ 是 可 逆 的 ， 如 果 S$ 是 1 上 的 一 个 双 射 ， 且 它 的 道 
S$- 是 有 界 的 。 注 意 S$- 满足 $- $=S$- =1。 3 的 谱 ， 用 e(S) 表 示 ， 是 使 得 S =z/ 
不 可 逆 的 复数 z 的 集合 。 

命题 6.8 各 了 是 对 称 的 , 则 wx(7) 是 由 式 (33) 给 出 的 区 间 [a,b] 的 一 个 闭 
子 集 。 

注意 到 车 zg[a,b] ， 限 数 B(1)==(1-z)” 是 [a,b] 上 的 连续 函数 ， 且 (7) 
(T-z/)= 二 (7T-z])@(7T)= 二 TI， 因 此 B(7T) 是 7-z/ 的 逆 , 现在 假设 7 = 二 7T-Aol 是 可 
道 的 。 则 我 们 断言 对 所 有 ( 复 的 ) 充分 小 的 a 有 了 了 -el 是 可 逆 的 。 这 将 证 明 o(7) 
的 补 集 是 开 的 。 事 实 上 ，7u -ae1== T7060(1-e79')， 我 们 通过 将 (1 -e700 ) 的 道 写成 
下 列 的 和 式 (形式 上 ) 求 出 算 子 (1=-s70 ) 的 逆 : 

pb 


n 二 0 


由 于 2 18s"(75 和 必 elTo 中"*, 当 |z| 过 To 时 级 数 收 敛 ， 且 和 被 
n=0 


| 
17o 1 一 (37) 


lalll7o 1 
N\ 
极 大 化 。 从 而 我 们 可 以 定义 算 子 (76 -a1) 为 lim 76 2 es (7 )"”， 容 易 验 证 


n=0 
它 给 出 了 想 要 的 道 。 

我 们 的 最 后 一 个 命题 将 谱 go(7) 和 谱 分 解 1E(A)| 联 系 起 来 了 。 

命题 6.9 对 每 个 fe 入 ， 对 应 于 F(A)= 二 (E(A)f,f) 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 
支撑 在 oo(7) 上 。 

换 句 话说 ，F(A) 在 ol(7T) 的 补 集 的 每 个 开 区 间 上 都 是 第 数 。 

为 证 此 , 令 J 是 er(7) 的 补 集 内 的 一 个 开 区 间 ，xo e J ,Jo 是 以 2 为 中 心 ， 长 
度 为 2 的 子 区 间 ， 其 中 a 过 (7-x01) |。 首先 注意 到 若 z 的 虚 部 不 等 于 零 ， 则 
(T-z1) 可 由 B.(7T) 给 出 ,其 中 B,.(1)=(1-z)”。 因 此 (T-z1)™(T-z/) 由 
殉 .(7T) 给 出 ， 其 中 于 (1)=1/11-zl*。 从 而 由 估计 式 (37) 和 表达 式 (36) 应 用 
于 二 业 ， 得 到 

dF(A) -4 
[A-z 


只 要 z 是 复 的 ， 且 |xo -zj < se。 对 实数 * 和 |xo -zx| < e, 可 以 得 到 同样 的 等 式 。 现 

在 对 xeJo 积分 并 利用 对 每 个 AsJ 有 | 一生- 一 % ,得 到 | dF(A) 一 0。 从 而 
1 | 入 到 | J 

F(A) 在 J 内 是 常数 ， 但 是 因为 xo 是 J 了 内 的 任意 一 个 点 ， 故 函数 F(A ) 在 整个 J 内 


部 是 常数 ,命题 得 证 。 
7 习题 


1. 设 夺 是 一 个 集合 ， 而 M 是 一 个 由 XX 的 子 集 组 成 的 非 空 艇 。 证明 如 果 NM 在 
补 和 不 相交 集合 的 可 数 并 运算 下 封闭 ， 则 M 是 一 个 er 代数 。 

【提示 : 任何 可 数 个 集合 的 并 集 都 可 以 写成 可 数 个 不 相交 集合 的 并 集 。】 

2. 设 (Y,A ) 是 一 个 测度 空间 。 我 们 可 以 定义 该 空间 的 完全 化 如 下 : 设 人 4 
是 形 如 UZ 的 集合 组 成 的 得 ， 其 中 四 EeA,， 而 ZCF, FeM, jn(F)=0。 定 义 
A(EUZ2)=p(E), 则 : 

(a) M 是 包含 M 和 A 中 的 所 有 测度 为 零 的 子 集 的 最 小 的 o 代数。 

(b) 函数 挡 是 M 上 的 一 个 测度 ， 且 这 个 测度 是 完全 的 。 

【 提示: 为 证 明 A 是 一 个 e 代数 ， 只 需 证 车 El CM, 则 E+ CM。 记 EE = 
EUZ, 其 中 ZCF,E 和 FF 都 在 MM 中, 则 Ei=(EUF)*U(F-2).】 

i 1 草 介 绍 的 勒 贝 格外 测度 下,。。 证 明 R' 中 的 集合 是 卡拉 泰 奥 多 里 
可 测 的 当 且 仅 当 是 第 1 章 意 义 下 的 勒 贝 格 可 测 集 。 

【提示 : 车 E 是 勒 贝 格 可 测 集 而 4 是 任何 一 个 集合 ， 选 择 一 个 6; 型 集合 6 使 
得 4CG 且 m,(4)=m(G)。 反 之 , 车 是 卡拉 泰 奥 多 里 可 测 集 且 m.(E) 二 w ， 选 
择 一 个 C5 型 集合 6G 使 得 ECG 且 mE)=m,.(G)， 则 G-E 的 外 测度 为 0,】 

4. 设 r 是 R" 的 一 个 旋转 。 利 用 映射 x* r(x) 保 持 勒 贝 格 测 度 〈 见 第 2 章 问题 
4 和 第 3 章 习 题 26) 的 事实 ,说 明 它 诱导 出 一 个 球面 5S“-! 上 的 测度 为 do 的 保 测 
映射 ， 

问题 4 描述 其 道 命 题 。 

5. 利用 极 坐 标 公 式 证 明 以 下 结果 : 


[sy =2 时, Le™ "i dx 二 1。 并 由 此 推导 出 对 所 有 d 都 成 立 的 同样 的 es 

(b) (fe wr ar)e(s)=1, 作为 一 个 结果 ，z(S4-1)=2m4w2ZT(dX2) 。 

(¢) 车 B8 是 一 个 单位 球 , 则 pv = m(B8)= 7 下 YT(d/2 +1)， 因 为 这 个 量 等 于 
[Jirarje(s"!)。( 见 第 2 章 习题 14。) 


6. R“ 中 的 单位 球 BB 上 的 格林 公式 的 一 个 版 本 描述 如 下 。 假设 wu 和 vw 是 一 对 
C?(B) 中 的 函数 ， 则 有 


| vAu — uAv)dx 一 站 


Sd- 


这 里 S$ ”是 3.2 节 定 义 的 具有 测度 do 的 单位 球面 ，3u/9n 和 6v/9n 分 别 表示 w 和 


wr ud 
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v 沿 5S“ 的 内 法 线 的 方向 导数 。 

说 明 上 面 的 结果 可 由 前 一 章 的 引 理 4.5 取 m= 二 nm。 并 且 令 a 一 0 得 到 。 

7. 第 5 章 的 式 (21) 给 出 的 平均 值 性 质 有 一 个 不 同 版 本 。 它 可 和 叙述 如 下 : 假 
设 在 人 2 内 是 调和 的 ，B 是 任何 以 xo 为 中 心 、r 为 半径 的 球 ， 其 闭 包 包 含 于 2， 则 


wx) 一 人。 u(xo +ry)do(y) ,其 中 el 


反之 ,一 个 满足 这 个 平均 值 性 质 的 连续 函数 是 调和 的 。 

【提示 : 这 可 以 作为 在 球 上 的 平均 (第 5 章 定 理 4.27) 的 相应 结果 的 直接 推论 
来 证 明 ， 或 从 习题 6 导出 。j 

8. 勒 贝 格 测度 被 它 的 平移 不 变性 唯一 _ 刻 面 的 宴 灾 可 以 通过 下 面 的 断 半 更 精确 
地 表述 : 车 凡是 R*” 上 的 一 个 平移 不 变 的 博 雷 尔 测 度 ， 且 在 紧 集 上 有 限 ， 则 凡是 勒 
由 格 测度 m 的 倍数 。 通 过 下 列 步 怠 证 明 该 定理 。 

(a) 假设 0 表示 校长 为 a 的 立方 体 |x:0 过 x 二 a,j= 二 1,2,…,d| 的 一 个 平移 ， 
若 令 u( 01)= 二 c， 则 对 每 个 整数 nn 有 j(Q1,)== cn 下。 

(b) 从 而 关于 mm 绝对 连续 ， 存 在 一 个 局 部 可 积 的 函数 了 使 得 


p(E)= | /ax。 

(c) 由 微分 定理 (第 3 章 系 1.7) 得 到 f(x)==c.a.e: ， 因 此 j==cm。 

【提示 : Qi 可 以 写成 01 的 mw 个 不 相交 的 平移 的 并 集 。】 

9. 令 C([a,b]) 表 示 有 界 闭 区间 [a,b] 上 的 连续 函数 组 成 的 向 量 空间 。 假 设 给 
定 了 该 区 间 上 的 一 个 博 雷 尔 测度 ， 它 满足 ([a,6] )<w ， 则 

b 
fAND= [fx) dx) 

是 C([a,5]) 上 的 一 个 线性 泛 画 ， 其 中 1 在 当 / 宇 0 有 1(/) 之 0 的 意义 下 是 正 的 。 

反之 , 证 明 ， 对 任何 C([a,5]) 上 的 线性 泛 函 1,/ 在 上 面 的 意义 下 是 正 的 ， 则 


2 存在 唯一 的 有 限 博 震 尔 测度 六 使 得 对 /fs C([a,5]) KCD= [fap。 


2 
< 地 【提示 : 假设 a 二 0 和 ww 宇 0。 定 义 (wu) 为 Fu)= liml(f,), 其 中 
ci ] ,和 由 过 下 。 
ola i 


f. 在 ww 和 w+s 之 间 是 线性 的 。 ( 见 图 3) 则 F 是 递增 和 右 连 续 的 ， 且 由 定理 
b 
3.5, lL(/) 可 以 写成 | A(x) dF lx),) 
车 [a,b] 换 为 一 个 闭 的 无 限 区 间 结 果 仍 成 立 ; 我 们 假设 1 定义 在 具有 有 界 支 撑 
的 连续 函数 上 ， 且 得 到 相应 的 六 在 所 有 有 界 区 间 上 是 有 限 的 。 
问题 5 给 出 了 一 个 推广 。 
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4.2 市 定 义 的 符号 上 和 < 关 证 明 : 
(a wp Le 
(b) 冰山 寺 二 且 ww 和 Wy +v, < ] 


(ec) vi Lv 蕴含 着 | vi|1|v,|。 

(d) vyv < v|, 

(e) 若 vln 且 v 才 jw， 则 v==0。 

11. 假设 下 是 及 上 的 递增 的 规范 化 函数 ， 0 u ute EF 
令 五 二 FF + Fe+ 耻 ) 为 第 3 章 习 题 24 中 的 F 
的 分 解 ; 这 里 〖, 是 绝对 连续 的 ，F。 连续 且 图 3 习题 9 中 的 函数 J 


二 0a.e. ， 而 FP) 是 一 个 纯 跳 路 函数。 令 
=pa +Ac +hj， 其 中 ,pv4，pkc 和 jj 分 别 是 与 F4，Fec 和 Fj 相关 联 的 博 雷 尔 


(i) pm 关于 勒 贝 格 测度 绝对 连续 且 对 每 个 勒 贝 格 可 测 集 BE,p (5)= [F(x) 
dx 。 


(i 站) 因此 ,车厂 是 绝对 连续 的 ， 则 当 f 和 fF' 可 积 时 ， 有 |fdp = [fdF = 


Js}P' tayde, 

( 道 ) je + 与 勒 贝 格 测度 是 相互 奇异 的 。 

12. 假设 R” -101| 表 示 为 R, x5S’-', 其 中 R,=|10 二 rw|}, 则 R* -10| 中 
i 空间 中 的 开 和 矩形 的 并 。 

[ 约 过 FF 过 欢 | x |yeSs’ .|y-y|<1l/n) 

的 可 数 个 矩形 组 成 的 复 。 这 里 +, 和 7! 的 范围 是 所 有 正 有 理 数 , 而 |y,| 是 54-! 的 
一 个 可 数 稠密 子 集 。】 

13. 今 mm; 为 空间 R%, j= 二 1,，2 上 的 勒 贝 格 测度 ,考虑 乘积 R4 = 二 R" x R4 
(d= 二 di; +d,)， 其 中 mm 是 R” 上 的 勒 贝 格 测度 。 证 明 m 是 乘积 测度 mi X 7 (在 习 
题 2 的 意义 下 ) 的 完全 化 。 

14. 假设 (x, Mj,n)，1 三 j 壹 k， 是 测度 空间 组 成 的 有 限 艇 ,证 明 的 过 程 平行 
于 第 3 节 考 虑 过 的 ==2 的 情形 ， 人 们 可 以 构造 了 二 x 匀 ， x … xX 上 的 一 个 乘积 
测度 jl x x… xjis 事实 上 ， 对 任何 集合 CX 使 得 E= El xE, x… xE,， 其 


k 
中 对 所 有 j,，E;C Ai， 定义 po(E)= p(B)。 证 明 wo 可 以 扩张 成 由 有 限 个 不 


相交 的 这 样 集合 的 并 集 组 成 的 代数 4 上 的 预测 度 ， 且 应 用 定理 1. 5。 
15. 在 要 求 的 假设 下 ， 乘积 理论 扩张 成 无 限 多 个 因子 。 我 们 考虑 测度 空间 (XX,， 
Ai ,万 ) ， 其 中 除了 有 限 个 7 外， 有 (XX)==1。 定 义 一 个 柱 集 为 
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Ix 二 (%j) ,je Ej,E;e Mj, 但 是 对 所 有 有 限 多 个 j 有 局 一 总 | 。 
对 这 样 的 集合 定义 jo(E)== | ww(E;)。 若 4 是 由 柱 集 生成 的 代数 ,jo 可 以 扩张 
J=1 

成 代数 A 上 的 一 个 预测 度 ， 且 我 们 可 以 再 次 应 用 定理 1. 5。 

16. 考虑 d 维 环 面 T= 二 R*/Z "把 7" 视 为 7T' x…xT'(d 个 因子 ) 目 令 jy 为 7 
上 ,由 二 jw xAa x… xp 给 出 的 乘积 测度 ， 其 中 是 等 同 于 圆周 7 的 XX; 上 的 
勒 贝 格 测度 。 若 将 的 每 一 点 唯一 地 表示 为 *;,， 其 中 0 过 x 三 1， 则 测度 jv 是 RR 
上 的 勒 贝 格 测度 限制 在 (0,1] 上 产生 的 ， 

(a) 验证 的 完备 化 是 立方 体 0 二 |x:0 二 x 过 1 = 二 1,…,d| 上 诱导 的 勒 贝 格 
测度 。 

(b) 对 0 上 的 任何 函数 f, 令 f 表示 它 在 R* 上 的 周期 延 拓 ， 即 对 每 个 ze Z" 
有 (x+z) 二 f(x)， 则 /在 7 上 可 测 当 且 仅 当 了 在 R* 上 可 测 ， 并 且 f 在 7 上 连 
续 当 且 仅 当 f 在 R4 上 连续 。 

(ec) 假设 /和 g 在 7" 上 可 积 。 证 明 由 (f*g)(x)= | ,f(x -y)g(y)dy 定义 的 积 
分 对 a. e. x 是 有 限 的 , f*g 在 TI 上 可 积 , 且 f*g= 二 g*f。 

(d) 对 任何 在 ?4 上 可 积 的 函数 f/， 记 

f=~ > Be 


ney' 


这 意味 着 a 二 | ,f(x)e*""*dx。 证 明 车 g 也 是 可 积 的 , 且 g ~ 下 ,ybre"“*， 则 


2 * x 
f*g > a,b,e © 
neZ 


(e》 验 证 te"*| em 是 上 (下 ) 的 一 组 规范 正 交 大。 作为 一 个 结 某 ， 
| L274 一 py La 


和 

(f) 令 f 为 7?" 上 的 任 一 连续 周期 函数 ， 则 了 可 以 被 1e*”™'*| ,zi 中 的 有 限 个 指 
数 函 数 的 线性 组 合 一 臻 逼近 。 

【提示 : 对 (e) ， 利 用 Fubini 定理 约 化 成 4 =1 的 情形 。 为 证 明 (f) 令 g(x)== 
ge(%) 二 ae “, 若 0 过 x 二 6, j= 二 1，……，d， 而 在 0 的 其 他 点 g(x)=0。 则 当 e 一 0 
时 (fxgo) (x) 一 f(x)o 然而 (J 8.) (x)= 荆 obem 其 中 下 一 人 本 (2) 
Bn 且 Y| a,b,|<w ,) 

17. 通过 约 化 为 d= 1 的 情形 , 证 明 环 面 7” == R"/Z” 上 的 每 个 “旋转 ”x 上 
x+a(aeR”) 是 保 测 的 。 

18. 假设 7 是 测度 空间 (XX,p) 上 的 一 个 保 测 变换 ,jy(X)==1。 回 忆 起 对 一 个 可 
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测 集 E 是 不 变 的 , 着 +r”(E) 和 EE 只 相差 一 个 零 测度 集 。 一 个 更 严格 的 概念 要 求 


rT-"(EE) 等 于 EE。 证 明 若 E 是 任何 不 变 的 集合 ， 存 在 集合 E' 使 得 E'=7+ (EE'), 上 且 
kh 和 上 ' 相 差 一 个 零 测度 集 。 

【 提示 : 令 B 一 limsuplr (BE)| 一 站 (Uesr *(E)).] 

19. 假设 是 (X,) 上 的 一 个 保 测 变换 ，A(X)=1， 则 r 是 遍历 的 当 且 仅 当 只 
要 vy 关于 4 绝对 连续 且 v 是 不 变 的 ( 即 对 所 有 可 测 集 E, v(7z(E))==v(E))， 则 
v 二 0， 其 中 cc 是 常数 。 

20. 假设 7 是 (X,1) 上 的 一 个 保 测 变换 。 和 外 对 所 有 可 测 集 下 和 下， 当 m 一 m 
时 有 

u(r "(E)NNF) (En(F), 

则 当 f,geL(X) 满 足 (T)(x)==f(T(x)) 时 有 (7T"f,g) 一 (f,1)(1,g)。 从 而 7 是 混 
合 的 。 

【提示 : 由 线性 ， 这 些 假 设 蕴含 着 结论 对 简单 函数 /和 g 成 立 。】 

21. 设 7 为 环 面 , 7: x* 己 x+Q 为 习题 17 中 出 现 的 映射 ， 则 > 是 遍历 的 当 且 
仅 当 wa 王 (al ,ay)， 其 中 am， ，…，ay 和 1 在 有 理 数 上 线性 无 关 。 为 此 证 明 : 


(a) 只 要 /是 连续 的 周期 函数 且 a 满足 假设 ， 对 任何 x*e 7， 当 m 一 wm 时， 一 


中 一 | 
5 f(r)) = ,fx) dr 
f 三 站 


(b) 作为 一 个 结 采 证 明 在 这 种 情况 下 7 是 唯一 过 历 的 。 
【 提示 : 利用 习题 16 中 的 (f) 。】 


22. 设 = [] XX ， 其 中 每 个 (X;,p) 都 与 (Xi wp) 相同 ,jp,(X1)=1， 令 jy 为 习 
三】 


题 15 中 定义 的 乘积 测度 。 对 x =(x;) el[| X,， 定义 移 位 TT 为 7( (x ny j= 
i=] 


Cs ss 

(a) 验证 7 是 一 个 保 测 变换 。 

(b) 通过 说 明 7 是 混合 的 证 明 它 是 壳 历 的 。 

(c) 注意 一 般 而 言 7 不 是 唯一 遍历 的 。 

各 我 们 在 双边 无 穷 乘积 上 定义 对 应 的 移 位 ， 则 r 是 一 个 保 测 同 构 。 

【提示 : 关于 (b) 注意 到 当 E 和 是 柱 集 且 n 充分 大 时 , (7T-"(E[1F))= 
1(E)u(F)。 关 于 (ce) 注意 到 ， 例如， 如 果 固 定 一 个 点 xe XX,， 集 合 =| (x,): 
xi 二 x 对 所 有 的 川 是 不 变 的 。】 


23. 令 和 = 262) ， 其 中 每 一 个 因子 都 是 两 点 空间 2Z(2) 王 10,11 且 用 (0) 王 
性 -于 | 
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m1)=172, did 考虑 映射 D: X 一 [0,1] 定 义 为 D 
(lab- 王 多 ， 则 存在 可 数 集 Z1 CX 和 2, C[0,1] ， 使 得 : 


(a) D 是 个 从 和 -Zi 到 [0,1] -22 的 双 射 。 
(b) 对 中 的 集合 EE 是 可 测 的 当 且 仅 当 D(E) 是 [0,1] 中 的 可 测 集 ，Hj(E)==m 
(D(E))， 其 中 m 是 [0,1] 上 的 勒 贝 格 测度 。 


(c) [2Z (2) 上 的 移 位 映射 则 变 成 了 5.4 节 例 子 (b) 中 的 双 倍 映射 。 
上 三 


24. 考虑 下 列 双 倍 映射 的 一 般 化 。 对 每 个 整数 普 ( 严 六 2), 定义 (0,1] 上 的 映射 
T， 为 T(x) 王 mx mod 1。 
(a) 验证 7 是 关于 勒 贝 格 测度 的 保 测 变换 。 
(b) 说 明 7 是 混合 的 ， 因 此 它 是 遍历 的 。 
(c) 作为 推论 证 明 在 m 尺度 下 几乎 每 个 数 x 在 下 列 意义 下 是 标准 的 。 考 虑 x 的 
m 进 制 展 开 ， 
“= ， 其 中 每 个 w 是 整数 且 0 科 ww 冬装 -1。 


若 对 每 个 整数 0 过 km-1， 当 N 一 ww 时， 
#|j: a;=k,1l<je Sa 
N m 
则 称 x 是 规范 的 。 注 意 它 与 《 博 里 叶 分 析 》 第 4 章 第 2 市 等 分 布 的 陈述 的 类 似 之 处 。 
25. 证 明 在 平均 遍历 定理 中 ， 硅 把 7 了 是 一 个 等 距 映 射 的 假设 换 成 了 是 一 个 压缩 
映射 ， 即 对 任何 fe 有 Tf1， pi 
【提示 : 证 明了 是 一 个 压缩 映射 当 且 仅 当 7” 是 一 个 压缩 映射 ， 并 利用 恒等式 
(FT = Fs) 
26. 这 是 极 大 遍历 定理 的 一 个 L* 版 本 。 假 设 7+ 是 (X,n) 上 的 一 个 保 测 变 换 ， 这 


say ”里 我 们 不 假设 p(X)=w 。 则 
238% m—] 
Ef f"(#)=sup DD f(r (x)) 


满足 、 
当 feL(X) 时 ,有 f° jw 人 cfcx)s 
其 证 明 与 第 5 章 问 题 6 关于 R” 上 的 极 大 孔 数 的 概述 相同 。 有 了 这 些 ， 下 面 将 
逐 点 遍历 定理 推广 到 jw(X)==% 的 情形 : 


也 一 1 
(a) 说 明 对 每 个 fe 矿 (X) ，lim 一 村 f(T*(x) ) 对 a.e.xx 收 化 于 P(f 有 )(x)， 因 
Mm—*% nm io 


为 这 对 忆 (X) 的 一 个 稠密 子 空间 成 立 。 
(b) 证 明 结 论 对 每 个 feL(X) 也 成 立 ， 因为 它 对 稠密 子 空间 D(X) 门人 
(XX) 成 立 。 


8 问题 


27. 在 上 152 委 1， 则 对 aex 当 n 王 % 时 ， 人 然而 ， 通 过 构造 序列 
EE | 。 jz) 、 M2 Fr2 Et 
£1 ,feU(X)，|||f 中 i 和 1, 但 是 对 ae.x， lim sup 一 一 o ， 说 明 当 万 范 数 


替换 为 L' 范 数 时 结论 失效 。 

【提示 : 找到 区 间 1 CL0,1]， 使 得 m(7,)==1/(nlogn) 但 是 lim sup {7,1 =[0, 
1 ] ， 然 后 取 f, (x) 二 nlogmY) 。]】 

28. 由 Borel-Cantelli 引 理 知 ， 夺 1E,| 是 测度 空间 (站 ,j) 上 的 可 测 集 组 成 的 集 


徐 ， 且 >》A(E)< ， 则 二 lim sup|E, | 的 测度 为 零 。 
n=1 三 一 % 


反 过 来 , 若 r 是 TAX)=1) 上 的 一 个 混合 的 保 测 变换 ， 则 当 》 屎 (已 , ) 一 = 
| 

时 ， 存 在 整数 m = m, 使 得 知已 = 王 7T (下 )， 则 lim supE,=X, 除了 一 个 零 测 度 集 
以 外 。 

8 问题 

1. 假设 下 是 从 R" 中 的 开 集 O 到 R” 中 的 另 一 个 开 集 O' 的 一 个 C" 双 射 。 

(a) 在 一 是 OO 的 一 个 可 测 子 集 ， 则 B(E) 也 是 可 测 的 。 

(b) m(B(E) j= | detB'(x)i dz， 其 中 B' 是 B 的 雅 可 比 和 矩阵 。 


(c) 当 f 在 O' 上 可 积 时 ， J f= | A Bs)) | db TC 

【提示 : 可 由 第 1 章 习 题 8 证 明 (a)。 对 (b) 而 言 ,， 假设 EB 是 一 个 有 界 开 集 ， 并 
把 巨 写成 U Q;， 其 中 @ 是 内 部 不 相交 的 立方 体 ， 且 直径 小 于 e。 令 4 为 Qi 的 中 
lx, 则 大 xs Q,， 

D(x)= D(z)+ D(z)(x-z)+o(e), 
因此 ， PDO)= D(a)+D (zs) (0 -za)+o(e), 人 WW 而 (1 -nn(e))D'(z,)(Q,-z,) 
CD00)- Bz)C(l+n(e))B'(z,) (0,-z) ,其 中 当 a 一 0 时 ,nmn(z) 一 0。 由 于 
第 2 章 问 题 4 给 出 的 勒 贝 格 测度 的 线性 变换 性 质 ， 这 意味 着 


m(D(O) ) 一 > m( PD(0,) ) 一 》 | det®’'(z,) mm(O)+o(1l) ,es 一 0。 


注意 到 (b) 是 (c) 当 f(GB(x))==Xj(x) 时 的 特例 。,】 
2. 证 明 作 为 前 一 个 问题 的 推论 : 上 半 平 面 RN = 二 |z 二 x+iy,y 之 0| 上 的 测度 


dh 二 人 2 被 任何 分 式 线性 变换 2 


和 


人 
C 


nz+b b 
2 保持 ， 其 中 | 1 属于 SL (R) 。 


人 


y239 
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3. 夺 有 为 机 一 及 2 天 下 十 击 
S=|(%,7) ER xRy= F(z)}, 
给 出 的 超 平面 ， 其 中 下 是 一 个 定义 在 R4-! 中 的 开 集 Q 上 的 C! 函数 。 对 每 个 子 集 五 
Cn 记名 为 S$ 的 由 户 =| (x,F(x))xeE| 给 出 的 对 应 子 集 。 我 们 注意 到 5 中 的 博 雷 
尔 集 可 以 用 5 上 的 度量 (R" 上 欧 几 里 得 度量 的 一 个 限制 ) 来 定义 。 从 而 车 是 0 
中 的 一 个 博 雷 尔 集 ， 则 五 是 5 中 的 一 个 博 雷 尔 子 集 。 
(a) 令 玉 为 $ 上 的 由 


p(E)=| V1 + [VF| ?dx 


给 出 的 博 雷 尔 测 度 。 
若 B 是 0 中 的 一 个 球 , 令 序 二 | (x,y) e R',d((x,y) ,8) 二 6|。 证明 
p(B)=lims sm( (Bb)’), 
其 中 m 表示 d 维 勒 贝 格 测度 。 这 个 结果 类 似 于 第 3 章 定理 4. 4。 

(b) 人 们 可 以 应 用 (a) 于 3$ 是 R4 中 的 单位 球面 的 (上) 半 部 分 的 情形 ， 它 
由 y= 二 F(x),，F(x)= 二 (1 |x|*) 下 ,|x| 二 1, xeR"” "给 出 。 说 明 在 这 种 情况 下 ， 
du 二 do ， 即 3.2 节 极 坐标 公式 中 出 现 的 球面 上 的 测度 。 

(e) 上 面 的 结论 使 得 我 们 可 以 用 球 坐 标 写 出 do 的 显 式 公式 。 例如， 取 d=3 
的 情况 ， 记 y= cos0, x 二 (x| ,x ) 二 (sinGcosg ,singsing)， 其 中 0 三 9 二 7/2, 0 二 gp 
<2mr。 则 由 (a) 和 (b) 知 面积 微 元 do 等 于 (1 -|x| 2) -2dx。 利 用 问题 1 中 的 
变量 替换 导出 此 时 do = singdbgdp。 这 可 以 推广 到 4 维 的 情形 ，& 三 2， 从 而 得 到 书 
I 附录 2.4 节 的 公式 。 

4.“ 令 见 为 球面 $ 上 的 博 雷 尔 测度 ， 它 在 下 列 意 义 下 是 旋转 不 变 的 : 对 有" 
的 每 个 旋转 > 和 8 一 的 每 个 博 雷 尔 子 集 玉 有 (7F( 下 )) 王 六 (下 )。 若 AAS) 去 om ， 
则 等 于 一 个 常数 乘 以 极 坐标 积分 公式 中 出 现 的 测度 o。 


人 【提示 : 证 明 对 每 个 次 数 上 三 1 的 球面 调和 函数 
240:: 


最 
对 人 太 二 攻 Sd-1 


因此 ， 存 在 常数 。 使 得 对 每 个 S4-! 上 的 连续 函数 
bs /dp 加 路， Jder。 】 


5.“ 假设 是 一 个 度量 空间 , 凡是 世上 的 一 个 博 雷 尔 测度 ， 具 有 性 质 : 对 每 个 球 
B 有 kh(B)<w 。 定 义 Co(8) 为 支撑 在 工 内 的 某 个 闭 球 上 的 连续 函数 组 成 的 向 量 空间 ， 


则 由 10 二 | fi 定义 了 Co(X) 上 的 一 个 正 线性 泛 函 ， 即 当 / 宇 0 时 有 1(/) 0。 
反之 ,对 任何 C,(X) 上 的 一 个 正 线 性 泛 函 !， 存 在 唯一 的 在 所 有 球 上 有 限 的 博 
雷 尔 测度 /使 得 KJ) 一 | fap 


Y,(%) du %)=0, 


8 问题 


6. 考虑 7” = 二 R"/Z” 的 一 个 自 同 构 4， 即 4 是 R” 的 一 个 保持 格 Z? 的 线性 同 
构 。 注 意 到 4 可 以 写成 一 个 元 素 都 是 整数 的 dxd 矩阵， 其 中 det4 = 二 +1。 定义 映射 
T: 和 一 六 为 r(z) 一 4(x)。 

(a) 证 明 7 是 7” 上 的 一 个 保 测 同 构 。 

(b) 说 明 7 是 遍历 的 (事实 上 ， 是 混合 的 ) 当 且 仅 当 4 没有 形 如 e*™ 的 特征 
值 ， 其 中 疡 和 9 都 是 整数 。 

(c) 注意 r 一 定 不 是 唯一 遍历 的 。 

【 提示: 条 件 (5) 与 (4')" 没有 不 变 癌 量 相 同 ， 其 中 4' 是 4 的 转 置 。 注 意 到 
fl x )= eTinx HH, 有 ff T(x) )= e2™i(4) (n) 

7.“ 极 大 遍历 定理 有 一 个 类 似 于 “旭日 升 引 理 ” 和 第 3 章 习 题 6 的 版 本 。 


和 


假设 /是 实 值 的 ， 而 广 (x)= supn mE he (x))。 令 Eo=|x:f (x)>0|，, 则 


人 f(x) dx 0。 


因此 〈 当 我 们 将 此 应 用 于 所 xz)-a )， 得 到 当 f 宇 0 时 有 


plzf (x)>al<—|, 页。 
(人 x)>o| 


特别 地 ， 定 理 5.3 中 的 常数 4 可 以 取 到 1， 
8. Wi 这 里 (xy 表示 yx 的 分 数 部 分 。 设 


dx  、 , - 
测度 tu 一 了 了， 当然 有 p(X) 二 1。 
RAW L -1 
【提示 和 (x+k)(x+k+1) en 


9.“ 前 一 个 问题 中 的 变换 7 是 遍历 的 。 
0.“ 现在 将 描述 连 分 数 和 变换 r(x)= 二 (1/x) 之 间 的 联系 。 连 分 数 ，ao +1/(al+ 

1/a;)…， 也 可 以 写成 Laoaia;…]， 其 中 a 是 正 整 数 ， 可 以 用 下 列 方式 赋予 任何 
正 实数 x。 开始 ， 我 们 接连 通过 两 个 交替 的 操作 变换 它 : 先 对 它 模 1 使 其 落 在 
[0,1) 中 ， 然 后 取 那 个 数 的 倒数 。 出 现 的 整数 a ,就 定义 为 的 连 分 数 。 

ronan [xj]== 不 超过 x 的 最 大 整数 ， 而 ro e L0,1)。 然 后 记 
1Xnm 三 ai +7 ,其 中 避 = 二 [17roj] ,riel0,1) ,依次 得 到 17/r, = +r,， 其 中 a, =[1/ 
ri 1] ，7 e110,1)。 阁 对 某 个 有 T= 二 0, 记 ai = 二 0 对 所 及 之 n, 并 说 这 样 的 一 个 连 
分 数 终止 。 

注意 到 者 0 三 x 二 1, 则 w= 二 x 且 a = 二 [1/xj] ,而 直 = 二 《1/x) 二 T(x)。 更 一 般 的 ， 
a(x) 二 [1/7* (x)] 二 ajTr" (x)。 正 实数 x 的 连 分 数 有 下 列 性 质 

(a) x 的 连 分 数 终止 当 且 仅 当 x* 是 一 个 有 理 数 。 


第 6 章 抽象 测度 和 积分 理论 


(b) 大 = 二 [aoay…a,…]， 而 xw 二 [aoay…aw00…]， 则 当 N 王 ww 时，xwy 一 xX。 
数列 1xzwl 本 质 上 给 出 了 x 的 最 佳 有 理 数 允 近 。 

(c) 连 分 数 是 周期 的 ( 即 对 某 个 NN 三 1， 和 所 有 充分 大 的 ,aj ,w= 二 a1) 当 且 仅 
当 % 是 在 有 理 数 上 次 数 生 2 的 代数 数 。 


十 … 十 公 


(d) 人 们 可 以 得 出 当 mn 一 wm 时 对 几乎 所 有 的 + 有 了 一 ow。 特别 


地 ， 具 有 有 赛 的 连 分 数 [aoay…a,… |] 的 数 x 组 成 的 集合 测度 为 零 。 
【提示 : 关于 (d) 应 用 逐 点 遍历 定理 的 一 个 推论 ， 它 叙述 如 下 : 假设 /三 0， 


mm 一 | 
且 | /an = 。 若 7 是 遍历 的 ， 则 当 mm 一 w%w 时 对 a. ex 有 一 了 f(r"(x)) 一 w。 目前 
和 昌 


情况 下 取 fx)=[ 1/x]。] 
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卡拉 泰 奥 多 里 建立 了 勒 贝 格 测度 
论 的 一 个 相当 简单 的 推广 ， 特 别 地 这 
使 他 可 以 对 g 维 空间 里 的 集合 定义 p 
维 测度 。 在 下 文中 ， 我 给 出 一 个 小 的 
扩展 并 给 出 p 维 测度 的 一 个 说 明 ， 这 
立即 导致 p 维 测 度 论 往 非 整数 p 的 推 
广 ， 从 而 产生 了 集合 的 分 数 维 数 。 
F. Hausdorff ，1919 
| 我 从 拉丁 形容 词 fractus 出 发 创 
造 了 fractal， 相 应 的 拉丁 动词 frange- 
re 意思 是 “ 打 碎 "; 产生 不 规则 
碎片 。 
B. Mandelbrot ,1977 


人 


对 集合 的 几何 性 质 的 深入 研究 常常 需要 对 它们 的 长 度 或 “质量 ”进行 分 析 ， 
而 这 超出 了 勒 贝 格 测度 所 能 表达 的 范围 。 这 里 集合 的 维 数 ( 它 可 以 是 分 数 ) 和 相 
关 的 测度 概念 起 到 了 至 关 重 要 的 作用 。 

有 两 个 初步 设想 或 许 有 助 于 给 出 集合 的 维 数 概念 的 一 个 直观 的 把 握 。 第 一 个 可 
以 理解 为 集合 如 何在 标 度 下 复制 。 给 定 集 合 ， 假 设 对 某 个 正 数 nn 有 nE ==E, J…U 
E, ， 诸 集合 ;实质 上 是 EE 的 mw 个 本 质 上 不 相交 的 全 等 副本 。 注 意 到 若是 一 个 线 
段 ， 则 等 式 m= 二 =n 成立; 若是 一 个 正方 形 ， 则 有 m= 二 n*; 车 是 一 个 立方 体 ， 
则 m= 二 mw; 等 等 。 从 而 ,更 一 般 的 ， 车 m = 二 nr*， 则 我 们 或 许 会 说 5 的 维 数 是 a。 
观察 到 若 E 是 [0,1 |] 中 的 康 托 尔 集 络 则 3 多 是 由 多 的 两 个 副本 组 成 ， 一 个 在 [0,1] 
中 而 另 一 个 在 [2,3 ] 中 。 这 里 n= 二 3,m = 二 2， 我 们 由 此 推断 出 康 托 尔 集 的 维 数 是 
log2/ log3 。 

另 一 个 方法 与 不 一 定 可 求 长 的 曲线 有 关 。 首 先 给 出 一 条 曲线 厂 ==1y(t):a 志 1 
| ， 对 每 个 e 之 0 考虑 连接 y(a) 和 ~y(5) 的 折线 ， 它 的 顶点 依次 落 在 厂 上 ， 其 中 每 条 
线段 长 度 不 超过 se。 用 #(E) 表 示 出 现在 这 样 的 折线 线段 的 最 少 个 数 。 若 # (8) 二 a 
sz 一 0， 则 芽 是 可 求 长 的 。 然 而 ， 当 s 一 0 时 ，#(2) 或 许 增 长 得 比 se … 快 。 如 果 有 
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#(e) 二 se“,1 二 a， 则 亲 循 前 一 个 例子 的 精神 ， 自 然 地 说 丁 的 维 数 为 a。 这 些 考虑 
其 至 在 其 他 部 分 科学 也 很 有 趣 。 例 如 ， 在 人 研究 确定 一 个 国家 的 边界 或 海岸 线 长 度 的 
问题 时 ， 理 查 森 ( Richardson) 发 现 英 国 的 西海 岸 线 的 长 度 遵从 经 验 定律 #(&) = 
z “， 其 中 a 大约 是 1.5。 从 而 人 们 可 以 推断 出 海岸 线 具 有 分 数 维 数 1! 

尽管 有 很 多 不 同 的 方式 使 得 这 些 司 发 式 概念 更 精确 ， 但 范围 最 广 和 最 灵活 的 理 


论 涉及 豪 斯 多 夫 测度 和 豪 斯 多 夫 维 数 。 可 能 这 个 理论 最 优雅 以 及 最 简 清 的 说 明 可 以 


通过 它 在 一 般 自 相似 集 的 应 用 中 看 到 ， 这 是 我 们 首先 考虑 的 。 其 中 有 von Koch 型 
曲线 ， 这 些 曲线 的 维 数 可 以 是 1 和 2 之 间 的 任何 数 。 

接 下 来 ， 我 们 转向 空间 填充 曲线 ， 一 般 来 说 ， 它 落 在 自我 复制 构造 的 范围 内 
这 个 曲线 不 仅 有 内 在 价值 ， 它 的 性 质 更 揭示 了 一 个 重要 事实 ， 从 测度 论 的 观点 看 音 
位 区 间 和 单位 正方 形 是 相同 的 。 

我 们 的 最 后 一 个 主题 有 一 些 不 同 的 性 质 。 它 从 对 一 ge 
开始 ， 当 d 宇 3 时 ， 2 的 类 有 《 垢 贞 六 测 磺 有 艰 } 冯 于 条 生 光 站 测 儿 个 性 
质 在 二 维 时 失效 ， 一 个 关键 的 反例 是 Besicovitech 集 。 epee ee 
问题 中 。 它 的 测度 为 零 ， 这 是 罕见 的 ， rp 
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该 理论 始 于 一 个 体积 或 质量 的 新 概念 的 引入 。 这 个 “测度 ”和 贯穿 主题 的 维 
SR 
和 每 个 wa 二 0 考虑 数量 m,(B)， 它 可 以 解释 为 在 a 维 的 集合 中 5 的 a 维 质量 ， 其 
中 词语 “ 维 数 ”( 目 前 ) 只 取 它 的 直观 含义 。 从 而 , 若 w 比 集合 的 维 数 大 ， 则 集 
合 的 质量 可 以 忽略 不 计 ， 有 是 有 m,(E)==0。 若 a 比 集合 的 维 数 小 ， 则 很 大 ( 相 
对 的 )， 因 此 mm (上 ) 二 w 。 对 于 a 等 于 集合 的 维 数 的 临界 情形 ， 数 量 m,() 描 述 
了 集合 的 实际 a 维 尺寸 。 

我 们 用 两 个 例子 说 明 这 一 轮 的 想法 。 稍 后 我 们 将 更 详细 地 讨论 它们 。 

首先 ， 回 忆 起 [0,1] 中 的 标准 康 托 尔 集 C 的 勒 贝 格 测度 为 零 。 这 个 陈述 表达 了 
一 个 事实 C 的 一 维 质量 或 长 度 等 于 零 。 然而， 我 们 将 证 明 C 有 一 个 合理 定义 的 分 数 
豪 斯 多 夫 维 数 log2Xlog3 ， 且 康 托 尔 集 的 相应 的 豪 斯 多 夫 测 度 是 正 的 与 有 限 的 。 

下 面 我 们 从 平面 内 的 一 条 可 求 长 的 曲线 三 开始 建立 理论 的 另 一 个 说 明 。 厂 的 
二 维 勒 贝 格 测度 为 零 。 直 观 上 这 是 显然 的 ， 因 为 也是 一 个 二 维 空间 中 的 一 维 客体 。 
这 就 是 紧 斯 多 夫 测 度 开 始 起 作用 : 量 mj (六 ) 不 仅 有 限 ， 还 精确 地 等 于 我 们 在 第 3 
章 3, 1 池 和 定义 的 三 的 长 度 。 

我 们 先 考 虑 相关 的 外 测度 通过 窄 盖 来 定义 ， 它 限制 在 博 雷 尔 集 上 就 是 想 要 
的 豪 斯 多 夫 测 度 

对 R” 的 任何 子 集 E， 定 义 E 的 a 维 豪 斯 多 夫 外 测度 为 
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me (E)=liminf{ >, (iam ysEEU diam 丰 , 圭 6, 对 所 有 |， 
Bs0 5 演 ] 
其 中 diams 表示 集合 $ 的 直径 ， 即 diams 王 supl|x-yl:x，yeSl。 换 言 之 ， 对 每 
个 5 之 0， 我 们 考虑 瑟 的 由 直径 小 于 8 的 可 数 (任意 ) 集 簇 组 成 的 覆盖 ， 且 取 和 >》 
站 


(diamF)" 的 下 确 界 。 定 义 m (EE) 为 当 6 趋 于 0 时 这 些 下 确 界 的 极限 。 我 们 注意 
到 量 


HE(E)=inf{ 和 (diamF,)":E 二 ,对 所 有 ,diamF, < 81， 
- 


随 着 6 的 减 小 而 递增 ， 因 此 极限 
ma(E)=limHo(E) 

存在 ， 尽 管 m* (EE) 可 能 是 无 穷 。 特 别 地 ， 对 所 有 60 有 HS(E) 二 m*(E)。 当 定义 
外 测度 普 : (五 ) 时 ， 重 要 的 是 要 求 用 于 覆盖 的 集合 直径 任意 小 ; 这 是 定义 mi 人 (E)= 
lim?te( 巨 ) 的 要 点 。 这 个 与 勒 贝 格 测度 无 关 的 要 求 在 保证 下 面 的 性 质 3 中 叙述 的 基 
本 可 加 性 时 是 必要 的 。( 也 参见 习题 12,) 

标 度 是 出 现在 又 斯 多 夫 外 测度 定义 的 核心 的 一 个 关键 概念 。 大 致 说 来 ， 一 个 集 
合 的 测度 根据 它 的 维 数 标 度 。 例 如 ,车 丁 是 R" 中 的 一 维 子 集 ， 比 如 说 一 条 长 度 为 
上 的 光滑 曲线 ， 则 rr 的 全 长 为 尼 。 若 0 是 R' 中 的 一 个 立方 体 ， 则 7Q 的 体积 为 
10| 。 若 集合 焉 以 上 标 度 ， 则 〈diamP)” 以 7r* 标 度 ,该 特征 可 以 从 豪 斯 多 夫 外 测 
度 的 定义 得 到 。 这 一 关键 思想 在 2.2 节 自 相似 集 的 研究 中 重新 出 现 。 

我 们 从 碗 斯 多 夫 外 测度 满足 的 一 系列 性 质 开 始 。 

性 质 1 (单调 性 ) 者 Ei CE;, 则 ms (Ei) 夺 me (E,)。 

因为 5, 的 任何 履 盖 也 是 已 的 覆盖 ， 这 个 性 质 是 直截了当 的 。 


性 质 2 (次 可 加 性 ) 对 R" 中 的 任何 可 数 集 徐 |E| 有 mi(U E)< Emel). 
先 固定 6， 对 每 个 7 选择 k, 的 一 个 用 直径 小 于 5 的 集合 的 覆盖 | mx 使 得 
《diam 肠 .6 < HS(E)+e/2。 由 于 UU; 1; 是 5 的 一 个 直径 小 于 6 的 集合 的 覆 
盖 ， 故 有 
Hs (8)<D Heo(E)+e :25] 
后 


委 》 mil(E)+es 
=l 


p> | 
由 于 & 是 任意 的 ,不 等 式 Ho(E) 夺 》 ma(E;) 成 立 ， 令 5 趋 于 0 就 证 明了 m” 的 可 
数 次 可 加 性 。 
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性 质 3 车 d(Ei,E,)>0, 则 mi(EUE,)=mi(E)+m(E,)., 
仅 需 证 明 mi(E, UE,) 宇 me (Ei)+mi(E,)， 这 是 因为 相反 的 不 等 式 由 次 可 
加 性 保证 。 固 定 a 0 满足 a 三 d(E,,E,)。 给 定 El WE, 的 任何 用 直径 小 于 6 的 集 
合 了 ,Ff,,… 的 覆盖 ， 其 中 6 过 2, 令 
F=E fF, 5 FW=E,F,, 
则 | 杰 | 和 | F? 分 别 是 E, 和 E, 的 覆 羔 ， 且 是 不 相交 的 。 因 此 ， 


次 (diam 有 天) + (diamF’)* <Y, (diamF, )"。 
i 囊 


J 


对 这 些 获 盖 取 下 确 界 ， 然 后 令 6 趋 于 零 得 到 想 要 的 不 等 式 。 

这 时 候 ， 我 们 注意 到 m。 满足 第 6 章 讨 论 过 的 卡拉 泰 奥 多 里 度量 外 测度 的 所 有 
性 质 。 从 而 ms。 限制 在 博 雷 尔 集 上 时 是 一 个 可 数 可 加 的 测度 。 因 此 我 们 将 限制 在 博 
雷 尔 集 且 将 me (五 ) 记 为 m。(E)。 测 度 m。 称 为 a 维 豪 斯 多 夫 测度 。 


性 质 4 若 | 已 | 是 可 数 个 不 相交 的 博 雷 尔 集 组 成 的 集 仙 ， 且 E=U E,， 则 


m,(E)=Y m,(E,). 
2 三 


上 面 的 可 数 可 加 性 在 本 和 草 下 文 的 讨论 中 是 不 必要 的 ， 我 们 可 以 采用 一 个 更 弱 的 
形式 。 证 明 是 初等 的 ， 且 不 依赖 于 第 6 章 所 建立 的 结果 (参见 习题 2) 。 

性 质 5 豪 斯 多 夫 测 度 在 平移 

对 所 有 heR’”,m, (E+h)=m,(E), 
以 及 旋转 

m, (rE)=m,(E) 
下 是 不 变 的 。 这 里 + 是 R” 中 的 一 个 旋转 。 
对 所 有 入 二 0 ,m, (AE)= A*m,(E), 

一 旦 我 们 观察 到 一 个 集合 5 的 直径 在 平移 和 旋转 下 是 不 变 的 ， 且 满足 对 和 A 二 0 
有 diam(AS) 王 Adiam(S$) ， 这 些 结论 立即 得 到 。 

我 们 接 下 来 描述 豪 斯 多 夫 测度 的 一 系列 性 质 ， 首 先是 由 它 的 定义 可 以 直接 得 到 
的 一 些 性 质 。 

性 质 6 量 mo(E) 记 录 了 E 中 点 的 个 数 ， 而 对 所 有 博 雷 尔 集 EC R 有 mi(E)= 
m(E)。( 这 里 m 表示 R 上 的 勒 贝 格 测度 ,) 

事实 上 ， 注 意 到 在 一 维 空 间 里 每 个 直径 为 6 的 集合 包含 在 一 个 长 度 为 6 的 区 间 
里 (对 一 个 区 间 来 说 它 的 长 度 等 于 它 的 勒 贝 格 测度 )。 

一 般 情况 下 ，R” 中 的 4 维 豪 斯 多 夫 测 度 ， 乘 以 一 个 常数 因子 ， 等 于 勒 贝 格 
测度 。 
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性 质 7 车 是 R" 的 一 个 博 雷 尔 子 集 ， 则 cjmys(E)==m() 对 某 个 仅 依赖 于 维 
数 d 的 常数 Cd 成 立 。 

对 单位 球 有 B， 常 数 cy 等 于 m(B)/(diam 有 B)“; 注意 这 个 比值 对 所 有 R” 中 的 球 
B 都 相同 ， 因 此 cj = 二 vy/2”( 其 中 vj 表示 单位 球 的 体积 ) 。 该 性 质 的 证 明 依 赖 于 所 
谓 的 等 径 不 等 式 ， 它 说 的 是 在 所 有 给 定 直 径 的 集合 中 ， 球 的 体积 最 大 。 (参见 问题 
2) 不 利用 这 一 几何 事实 ， 我 们 可 以 证 明 下 面 的 替代 性 结论 。 

性 质 7′ 若是 R" 的 一 个 博 雷 尔 子 集 而 m(E) 是 它 的 勒 贝 格 测度 ， 则 在 

cimi(E)< m(E)<2"c,m,(E) 

的 意义 下 mj(E) 二 m(E)。 

利用 第 3 章 的 习题 26， 对 任何 ,6 这 0， 我们 可 以 找到 的 一 个 球 覆 羔 
18,1 ， 使 得 diamB; 过 6， 同时 有 m(Bj) 二 m(E)+e。 现 在 ， 

Hi(E)<Y (diam B,))"=c7'Y m(B)S<er (m(E)+e), 

令 5 和 & 趋 于 0， 可 得 到 mj(E) 达 cz'm(E)。 关 于 相反 的 方向 , 令 CU Fr, 为 满 
是 多 (diamF)" 三 ms(E)+& 的 覆盖 。 我 们 总 是 可 以 找到 中 心 在 忆 内 一 点 的 闭 球 
有 使 得 Bj 必 Fj 有 目 diamB, 二 2diamF。 然 而 ,，m(E) 三 》m(B;)， 这 是 因为 EC UB,， 


最 后 的 和 式 等 于 
Zecu(diam B,)” =2°c, (diamF,)" <2 0 (mE)+e), 
令 se 一 0 得 到 m(E)<2°cjmy(E).。 
性 质 8 若 ms (ZE)<m 且 B>a， 则 mp (E)=0。 还 有 , 大 ms (ZE)>0 且 B<< 
a， 则 mg (E)=% 。 
事实 上 , 夺 diamF 寺 6 且 B6za， 则 
(diam F)8 =(diam F)B-°(diam F)* <688-°(diam F)°, 
因此 
a 
由 于 m2 (E)<%w 且 B-a 放 0, 令 5 趋 于 0 取 极限 得 到 mg (E)==0。 
逆 否 命题 给 出 当 mi (E) 一 0 且 Ba 时 有 mg (E)==%。 


我 们 现在 作 一 些 容易 的 观察 ， 这 些 观 察 到 的 结果 是 上 面 性 质 的 推论 。 E247| 
1. 车 1 是 R” 中 的 有 限 线段 ， 则 0< mi (站 <%。 全 3 


2. 更 一 般 的 , 若 0 是 R” 中 的 一 个 上 方 体 ( 即 ，@ 是 大 个 非 平凡 的 区 间 与 @ -4 
个 点 的 乘积 ) ， 则 0< ms(O)<a 。 

3. 车 O 是 R“ 中 的 一 个 非 空 开 集 ， 则 当 w<d 时 , m。(0O)=w 。 事 实 上 ， 这 是 
因为 mv(O)>0。 

4. 注意 到 我 们 能 够 总 是 取 a 志 d。 这 是 因为 当 a > d 时 ，me。 在 每 个 球 上 等 于 
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零 ， 因 此 在 整个 R"” 上 等 于 零 。 


2 豪 斯 多 夫 维 数 
给 定 R" 的 一 个 博 雷 尔 子 集 ， 由 性 质 8 导出 ， 存 在 唯一 的 a 使 得 
CH= 
"8 加 < 
换 句 话说 ，a 由 


a=supiB:mg(E)=% |= in{f{B:mg(E)=0! 
给 出 。 我 们 说 5 的 谷 斯 多 夫 维 数 为 a， 或 更 简洁 地 ,说 E 的 维 数 为 a， 记 作 a = 二 dimEk， 
在 a 的 临界 值 我 们 只 能 说 一 般 情况 下 数量 m, (EE) 满足 0 志 m,(E) 夺 ww 。 铬 是 有 界 
的 ， 且 不 等 式 是 严格 的 ， 即 0 过 m, (5) 二 w ， 则 称 集合 有 严格 的 豪 斯 多 夫 维 数 a。 
术语 分 形 一 般 用 在 分 数 维 的 集合 中 。 
一 般 的 ， 计 算 一 个 集合 的 豪 斯 多 夫 测 度 是 一 个 难题 。 然 而 ,在 有 些 情况 下 可 能 
求 出 这 个 测度 的 上 界 和 下 界 ， 并 由 此 确定 问题 中 集合 的 维 数 。 一 些 例 子 将 阐明 这 些 
2.1 例子 
康 托 尔 集 
第 一 个 显著 的 例子 是 康 托 尔 集 C， 它 在 第 1 章 通过 逐次 地 去 掉 [0，1j 中 间 的 
三 分 之 一 区 间 构 造 。 
定理 2.1 康 托 尔 集 C 有 严格 的 谷 斯 多 夫 维 数 w = log2/log3 。 
不 等 式 
m (CC)<l 
可 通过 C 的 构造 和 定义 得 到 。 事 实 上 ， 从 第 1 章 可 知 C= 门 C(;， 其 中 每 个 C 是 2 个 
长 度 为 3 环 的 区 间 的 并 集 。 给 定 56 之 0， 我 们 首先 选择 足够 大 的 到 使 得 3 一 < 过 5。 由 
于 集合 Ck 覆盖 C 上 且 由 2” 个 直径 3 二 6 的 区 间 组 成 ， 故 有 
We CE 9, 
然而 ，a 恰好 满足 3“ = 二 2， 因 此 2*(3 下 )*==1， 从 而 m,(C)<1。 
相反 的 不 等 式 ， 由 证 明 0 过 mm。(C) 组 成 ， 需 要 进一步 的 想法 。 这 里 我 们 依赖 于 
康 托 尔 - 勒 贝 格 函 数 ， 它 将 C 满 射 到 [0,1] 上 。 关 于 该 函数 ， 我 们 将 用 到 的 关键 事实 
是 : 它 满足 一 个 精确 的 连续 性 条 件 ， 该 条 件 反映 了 康 托 尔 集 的 维 数 。 
对 一 个 定义 在 R“ 的 子 集 已 上 的 函数 族 若 存在 M > 0 使 得 
对 所 有 x,yeE, |f(x)-f(y)|<M|x-y|, 
则 称 它 满 足 E 上 的 利 普 希 芯 条 件 。 更 一 般 的 ， 函 数 满 足 y 阶 (或 赫 尔 德 指数 y ) 
利 普 希 医 条件， 大 
对 所 有 x,yeE, |f(x)-f(y)M|Ix-ylY, 
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仅 有 的 有 趣 的 情形 是 当 0 二 y 三 1 时 。( 参 见习 题 3) 
引 理 2.2 ”假设 定义 在 一 个 紧 集 已 上 的 函数 /满足 y 阶 利 普 希 芯 条 件 ， 则 
(i) 若 B==a/y, 则 mg(f(E))< Mem,(E). 


{Hy i 
7 


证 ”假设 1F1 是 一 个 覆盖 的 可 数 集 徐 ， 则 |f(ENF)1| 覆盖 fA(E)， 此 外 , f 
(Ef[]F,) 的 直径 小 于 M( diamF,)7。 因 此 
> ( diamf( Ef |F,) ) ?< WM ( diamF', )"， 
大 上 


故 得 到 ( 1 ) 部 分 现在 这 个 结果 立即 蕴含 了 结论 (1 )。 

引 理 2.3 定义 在 C 上 的 康 托 尔 - 勒 贝 格 函 数 下 满足 7 一 log2/log3 阶 利 普 希 次 
过 件 。 

证 ”因数 己 是 如 第 3 章 的 3. 1 节 构 造 的 分 段 线性 函数 列 | ,| 的 极限 。 函 数 忆 在 
每 个 长 度 为 3“ 的 区 间 上 至 多 增加 2""。 因 此 的 斜率 总 是 以 (3/2)" 为 界 ， 所 以 


3 n 
LA ed [x-y|。 


此 外 ， 通 近 列 也 满足 | P(x) - F, (x)| <1/2"。 结 合 这 两 个 估计 并 利用 三 角 不 等 式 
得 到 
F(x)-F(YNSIF, C(x)-F, Cy)#| F(x)-— FE, (x)+|F(y)=F, (7) 


入 2 
| A = 


固定 x 与 y 之 后 ,我 们 通过 选择 n 使 得 右 端 的 每 一 项 都 有 相同 的 数量 级 且 使 右 
端 最 小 。 取 n 使 得 3" |x-y| 在 1 和 3 之 间 即 可 达到 。 然 后 ， 我们 看 到 
[F(x)=F(y)| 2 "=e(3 "EM|x=y|?, 
由 于 37 = 二 2 上 且 3 "不 大 于 |x*-y| 。 这 个 论证 方法 在 下 面 的 引 理 2. 8 重新 出 现 。 
由 二 C, ff 是 康 托 尔 - 勒 贝 格 函 数 ， 有 是 a = 二 y= 二 log2/log3， 两 个 引 理 给 出 


m([0,1])< Mem,(C). 


从 而 m,(C) 二 0， 且 有 dimC = log2/log3。 

在 不 等 式 m,(0) 二 % 通常 比 0 二 m,(C) 更 容易 得 到 的 意义 下 ， 这 个 例子 的 证 
明 是 典型 的 。 通 过 一 些 额 外 的 努力 ， 能 够 证 明 C 的 log2/log3 维 莹 斯 多 夫 测 度 恰好 
是 1。( 和 参见 习题 7) 
可 求 长 曲线 

维 数 的 作用 的 一 个 进一步 的 例子 来 自 于 观察 R“ 中 的 连续 曲线 。 回 忆 起 对 于 一 条 
连续 曲线 y: [a,b] 一 R”"， 若 只 要 4 关 b 就 有 y(t) 关 y(t,)， 我 们 称 它 为 简单 的 ， 
若 对 于 属于 有 限 个 点 的 补 集 的 :， 映 射 t5z(1) 是 单 射 ， 则 我 们 称 它 为 准 简单 的 。 

定理 2.4 假设 曲线 y 是 连续 与 准 人 简单 的 ， 则 是 可 求 长 的 当 且 仅 当 本 = 


24 
3 
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1y(i) :ae 入 1 过 外 有 严格 的 豪 斯 多 夫 维 数 1。 并 且 ， 在 这 种 情况 下 曲线 的 长 度 恰好 
等 于 其 一 维 测度 mi (三 ) 。 

证 首先 假设 可 求 长 曲线 工 的 长 度 为 L， 考 虑 弧 长 参数 化 y 使 得 ==|y(1): 
0 过 ! 寺 5L| 。 这 个 参数 化 满足 利 普 希 芯 条 件 

y=y(b 1s -i|。 
这 可 由 |4 -4| 是 和 间 的 曲线 长 度 , 它 比 从 y(t) 到 yy(w) 的 距离 大 得 多 。 由 
于 y 满 足 指 数 为 1 上 且 戏 =1 的 引 理 2.2 的 条 件 ， 故 
mi(T)< Ls 
为 证 明 相反 的 不 等 式 , 令 4= 二 4 过 #i 过 … 达 ty =b 表 示 [a,6] 的 一 个 划分 且 令 


T=|y(t) :tl i!, 


N=! 
从 而 厂 二 UU ,因此 利用 豪 斯 多 夫 测度 的 性 质 4 及 芽 是 准 简单 的 事实 有 
N=1 


mt = mi (fT) 
j=0 


事实 上 ， 通 过 去 掉 有 限 多 个 点 ， 并 集 山 了 ) 变 成 不 交 并 ， 而 这 些 被 去 掉 的 点 的 m 
测度 显然 为 零 。 接 下 来 我 们 断言 m1( 工 ) 宇 4， 其 中 必 是 从 y(4) 到 y(4,1) 的 中 
离 ， 即 4 二 |y(4 ,1)-y(4)。 为 看 到 这 一 点 ， 回 忆 起 豪 斯 多 夫 测度 是 旋转 不 变 的 ， 
引入 一 个 新 的 正 交 坐 标 * 和 y 使 得 [y(4) ,y(t +1)] 是 x* 轴 上 的 线段 [0,4]。 投 影 
T(x,yY) 二 x 满足 利 普 希 交 条件 
[In(P)-7m(0)<|IP-0Q|, 
且 显 然 * 轴 上 的 线段 [0,4] 包 含 在 像 +( 荆 ) 中 。 因 此 ， 引 理 2.2 保证 了 
1 < mi(T,), 

从 而 mi (了) 三 i。 根据 定义 丁 的 长 度 L 上 4 是 和 了 1; 遍历 [a,8] 的 所 有 划分 的 上 确 界 ， 
我 们 得 到 想 要 的 m (TT) 三 L。 

反之 ,， 车厂 有 严格 的 豪 斯 多 夫 维 数 1， 则 mj (六 ) 过 m ,和 且 上 面 的 论证 表明 
是 可 求 长 的 。 

读者 可 能 会 注意 到 可 求 长 性 的 刻画 和 前 面 第 3 章 给 出 的 通过 闵可夫 斯 基 容 量 刻 
画 的 相似 性 。 在 这 种 联系 中 我 们 指出 存在 一 个 不 同 的 维 数 的 概念 ， 它 有 时 代替 蚂 斯 
多 夫 维 数 使 用 。 对 一 个 紧 集 ,该 维 数 根据 丰 二 ix e R :d(x,E) 达 6| 当 6-—0 时 的 
尺寸 给 出 。 人 们 观察 到 车 EE 是 R* 中 的 一 个 上 维 方 体 ， 则 m( 5) 志 co5”"“，65 一 0,， 其 
中 mm 是 R" 的 勒 贝 格 测度 。 在 知道 了 这 些 之 后 ,EE 的 闵可夫 斯 基 维 数 定义 为 


infl B:m( E°)= 0(6" -8) ,60| 


人 们 可 以 证 明 一 个 集合 的 营 斯 多 夫 维 数 不 超 过 它 的 闵可夫 斯 基 维 数 ， 然 而 等 式 一 般 
不 成 立 。 更 多 细节 可 以 在 习题 17 和 18 中 找到 。 
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谢 尔 宾 斯 基 (Sierpinski) 三 角形 

平面 内 的 类 康 托 尔 集 可 以 构造 如 下 。 我 们 首先 给 定 一 个 (实心 ) 财 的 等 边 三 
角形 S,， 它 的 边 长 为 单位 长 度 。 然 后 ， 第 一 步 我 们 去 掉 图 1 中 阴影 部 分 的 开 等 边 
= 角形 


图 1 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 的 构造 


这 和 留 下 了 三 个 闭 的 三 角形 ， 我 们 用 $, 表示 它们 的 并 集 。 A 
是 原来 ( 母 ) 三 角形 S 的 一 半 ， 这 些小 的 闭 三 角形 称 为 第 一 代 : 5, 中 的 三 角形 是 
母 本 Su 的 孩子 。 第 二 步 ， 我 们 对 第 一 代 的 每 个 三 te 每 个 这 样 
的 三 角形 在 第 二 代 都 有 三 个 孩子 。 我 们 用 $, 表示 第 二 代 中 的 九 个 三 角形 的 并 集 。 
于 是 继续 重复 这 一 过 程 得 到 一 个 紧 集 序列 5,， 它 满足 下 列 性 质 : 

(a) 每 个 5, 是 3 个 边 长 为 2 一 的 闭 等 边 三 角形 的 并 集 (这 些 是 第 大 代 三 角 
形 )。 

(b) 15;| 是 一 个 递减 的 紧 集 列 ; 即 对 所 有 的 上 宇 0 有 Sj ,CC Si。 

谢 尔 宾 斯 基 三 角形 是 如 下 定义 的 紧 集 : 

s=NN 5 

定理 2.5 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 S 有 严 格 的 豪 斯 多 夫 维 数 wo 

由 构造 过 程 立即 可 得 不 等 式 m (SS) 过 1。 给 定 56 之 0, 选择 下 使 得 2 “二 56。 由 
集合 Sx 覆盖 S，S 是 由 3^ 个 直径 为 2 一 < 一 5 的 三 角形 组 成 ， 故 有 

J 
但 册 于 25=3， 于 是 WS)S1， 因 于 ww(S)<<is 

不 等 式 m,(S) 二 0 更 微妙 。 为 了 它 的 证 明 ， 我 们 需要 在 s 的 构造 过 程 中 出 现 的 每 
个 三 角形 内 固定 一 个 特殊 点 。 我 们 选取 三 角形 左下 角 的 顶点 为 该 三 角形 的 顶点 。 由 这 
个 选择 ， 第 大 代 有 34 个 顶点 。 下 面 的 论证 基于 所 有 的 顶点 都 属于 S 的 重要 事实 。 :251 

假设 SCU 局， 其 中 diamP) < 8。 我 们 想 证 明 对 某 常数 。， 四 

2 (diam RD)” 之 c>0s 
显然 ， 每 个 已 包含 在 直径 是 其 两 倍 的 球 中 ， 因 此 上 面 用 5 代替 26 上 且 注意 到 S 是 一 


~\ 
个 紧 集 ， 只 需 证 明 车 SCU 8;， 其 中 8 二 18,1;)-, 是 由 有 限 个 直径 小 于 5 的 球 组 成 
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的 族 ， 则 


N 
bp diam B,)" 宇 ¢ >0。 


y= 
假设 我 们 有 这 样 的 一 个 球 覆 盖 。 考 虑 这 些 B 的 直径 的 最 小 值 ， 并 选择 上 使 得 
和 2 “< A oh 
引 理 2.6 假设 有 是 覆盖 B 中 的 一 个 球 满足 
对 某 个 1 过 有 ,2- 才 diam 有 8 二 2 下 
则 B 至 多 包含 第 代 的 c3 一 个 顶点 。 

在 这 一 章 ， 我 们 将 继续 使 用 惯例 ， 用 c,c',… 表 示 一 般 的 常数 ,它们 的 值 不 重 
要 上 且 可 能 随 着 使 用 而 改变 。 我 们 用 4==B 表示 量 4 与 B88 相当， 即 对 适当 的 常数 ¢ 与 
ccBS<AZe'B,. 

引 理 2.6 的 证 明 : 令 B" 表示 中 心 与 B8 相同 但 
直径 为 B 的 三 们 的 球 ， 令 A 表示 顶点 v 在 B8 内 的 
第 上 上代 三 角形 。 大 Al 表示 包含 人 的 第 1 代 中 的 三 
角形 ， 则 由 于 diamB 宇 2-!， 

Be AC , 
如 图 2 所 示 。 

接 下 来 ， 存 在 一 个 正常 数 c 使 得 B" 至 多 包含 第 
! 代 的 “个 不 同 的 三 角形 。 这 是 因为 第 ! 代 的 三 角形 
内 部 不 相交 且 面 积 等 于 c'4-'， 而 B* 的 面积 至 多 等 
于 c%4-!。 最 后 ， 每 个 A; 包含 第 天 代 的 3 个 三 角 
形 ， 因 此 B 至 多 包含 第 上 代 三 角形 的 c3" ”个 顶点 。 


图 2 引 理 2.6 中 的 情形 


N 
为 完成 > (diamBj)" 三 c 二 0 的 证 明 ， 注 意 到 
j=| 
》 (diamB,)* > N, 2™°, 
| ! 


其 中 NW 表示 也 中 满足 2 diamB; 夺 2-'* 的 球 的 个 数 。 根 据 引 理 ,我 们 看 到 被 8 种 


盖 的 第 左 代 三 角形 的 顶点 的 总 数 不 超过 ec >》 N3 … 。 由 于 第 左 代 三 角形 的 所 有 3 个 顶点 
! 
都 属于 S$S， 且 所 有 第 站 代 三 角形 的 顶点 必须 被 覆盖 , 故 有 ec 》 N，3” 三 3 。 因 此 


l 


SN 3™ Se 
{ 
现在 只 需 回顾 a 的 定义 ， 它 保证 了 2-“ 二 3-'， 从 而 
N 
(diamB; )" 2 
了 = | 


正如 我 们 想 要 的 。 


我 们 给 出 的 最 后 一 个 例子 展示 类 似 于 康 
托 尔 集 和 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 的 性 质 。 它 是 von 
Koch 在 1904 年 发 现 的 曲线 。 

yon Koch 曲线 

考虑 单位 区 间 Ko 二 [0,1]， 我 们 可 认为 
它 位 于 xy 平面 的 x 轴 。 然 后 考虑 如 图 3 所 示 


/A 
的 折线 路 径 天 ， 它 由 四 条 长 度 都 等 于 1/3 的 ， 
线段 组 成 。 1 


对 0 三 1 三 1, 令 Ki(1) 表 示 Ki 的 具有 恒 
定 速度 的 参数 化 。 换 言 之 ， 当 :从 0 变化 到 
1/4 时， 点 Kb 在 第 一 条 线段 上 移动 。 当 : K 
从 174 变化 到 1/2 时 ， 点 K (ti) 在 第 二 条 线段 
上 移动 ， 以 此 类 推 。 特 别 地 ， 对 0 三 1 二 4， 图 3 von Koch 曲线 构造 的 前 几 个 阶段 
Ki(1/4) 对 应 于 K, 的 五 个 顶点 。 

在 构造 的 第 二 阶段 我 们 重复 第 一 阶段 的 过 程 ， 对 第 一 阶段 得 到 的 每 一 条 线段 用 
相应 的 折线 代替 ， 则 得 到 如 图 3 所 示 的 多 边 形 曲 线 K,。 它 有 16 =4” 条 长 度 都 等 于 
1/9 王 3 一 的 线段 。 我 们 选择 K, 的 具有 恒定 速度 的 参数 化 K,(1) (0 三 1 过 1)。 观 察 
到 对 0 三 1 达 4 ,KA(UL4 ) 给 出 K, 的 所 有 顶点 ， 并 且 R 的 顶点 都 属于 K,， 其 中 

对 O01<4,RK;,(14) = Ki (1/4), 
无 限 次 地 重复 这 个 过 程 ， 我 们 得 到 连续 多 边 形 曲 线 列 |K| ， 其 中 每 个 K 由 4 条 长 
度 都 等 于 3 的 线段 组 成 。 若 (1) (0 三 t 志 1) 是 kK 的 具有 恒定 速度 的 参数 化 ， 则 
顶点 恰好 是 点 (14)， 且 当 j 宇 j 时 ， 
对 0< 1<4,K,(14)= K,(1/4i), 
在 / 趋 于 无 穷 的 极限 过 程 中 ， 折 线 K; 趋 于 von Koch 曲线 天。 事实 上 ， 我 们 有 
对 所 有 0< t<<1 且 720, | K;,1(1)- Ki(t)| <3 一 。 


当 7 二 0 时 这 是 显然 的 ， 且 其 余 的 可 由 第 j 步 构造 的 性 质 对 j 用 归纳 法 得 到 。 由 于 我 
们 可 以 记 


-1 


Pe i) (Ct) —K; (1) ), 
上 上 面 的 估计 证 明了 级 数 
KD + E(k Wd 


绝对 且 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 k(t) 即 K 的 参数 化 。 除 了 连续 性 外 ， 如 同 康 托 
尔 - 勒 贝 格 函 数 的 情形 ， 函 数 大 (归还 满足 取 利 普 希 茨 条 件 形式 的 正则 性 假设 。 
定理 2.7 水 数 太 (1) 满 足 y 二 1og3/log4 阶 利 善 希 菊 条 件 ， 即 : 
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AS 
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对 任何 1,se[0,1], |K()-KCG 寺 MIt-s| 
我 们 已 经 观察 到 | Kj,1(1)- Ki(1t) 三 3 习 。 由 于 KK 在 4-/ 单 位 时 间 内 走 过 的 距离 是 
3 一 ， 故 
Ex ey ) / pc 于 
除了 当 ?z 一 14 时 ,| 刀 (s( 了]。 


因此 有 
-KN<(3) la 


此 外 ,天 (一 本 (0+ 定 (CO 一 有 (50)。 现 在 我 们 发 现 恰好 到 了 与 证 明康 托 尔 
- 勒 贝 格 函 数 满足 log2/log3 阶 利 普 希 芯 条 件 相同 的 情况 。 在 以 下 的 引 理 中 我 们 将 该 
论证 推广 。 
引 理 2.8 假设 i/1 是 [0,1] 上 的 连续 函数 列 ， 满 足 
对 某 个 4>1, |f(2)-f(s) 寺 24711=s|， 
以 及 | 
对 茶 个 B>1, f(t0)=-firi(tj 寺 8 1， 
则 极限 (4) 二 limj;(1) 存 在 且 满 是 
fC) =fs) < M It-s|’, 
其 中 yy 二 logB/log( 4B)。 
证 连续 的 极限 函数 /由 一 致 收敛 级 数 


f\¥) =fi(t) + (fo (ty fl) 
Ril 
给 出 ， 因 此 
AD -JW1<Z H(t) (| 委 TE teB/, 


三 / 


对 刚 得 到 的 不 等 式 及 引 理 中 叙述 的 不 等 式 利用 三 角 不 等 式 可 得 
FD-ASNE ff (F=f) (F=f) (0s) 
<elAi|t-sl+B™), 
对 固定 的 一 对 数 上 和 (其 中 :上 关 *) ， 我 们 选择 7/ 使 得 和 出 |-s| +B8 /最 小 。 这 本 质 
上 通过 取 j 使 得 4 |1-s| 与 8 这 两 项 数量 相当 达到 。 更 确切 地 说 ， 我 们 选取 一 个 


7 满足 
(ABY)i|t=s|<t 且 le(ABH*N|i-s|, 


由 于 |1-s| 三 2 和 4B> 之 1， 这 样 的 7 一 定 存在 。 第 一 个 不 等 式 给 出 
Alli:-sB! 
第 二 个 不 等 式 两 边 取 y 次 短 ， 并 利用 事实 (48)” 二 B 得 到 


I Blt=s|7?. 


一 


从 而 8 了 /<|1-sl7， 且 因此 
[fC(2)-f(s) eR |t-sl4+B < MIt-s|7, 
正如 我 们 要 证 的 。 
特别 地 ， 这 个 结果 与 引 理 2.2 蕴含 着 


dim 大 三 = = 
y 


log3 


为 证 明 m, (大 ) 二 0， 从 而 dimkk 二 log4/log3， 需 要 一 个 类 似 于 人 们 对 谢 尔 宾 斯 

基 三 角形 的 情形 给 出 的 论证 ， 事实 上 ， 这 个 论证 可 以 推广 到 涵盖 具有 自 相似 性 质 的 
- 般 集 复 。 因 此 我 们 接 下 来 将 注意 力 转 到 这 个 一 般 的 理论 上 来 。 

注释 : 我 们 提 及 一 些 关 于 von Koch 曲线 的 进一步 事实 。 更 多 细节 参见 后 面 的 
习题 13 ~ 习题 15 。 

1， 曲线 大 是 结构 相似 的 曲线 簇 中 的 一 条 。 对 每 个 1,1/4 二 1 1/2， 考 虑 第 一 
阶段 由 4 条 长 度 为 ! 的 线段 组 成 的 曲线 Ki(1) ， 第 一 条 与 最 后 一 条 在 x 轴 上 ， 第 二 
条 与 第 三 :条 组 成 了 底 边 在 +Y 轴 上 的 等 腰 三 角形 的 两 个 腰 。( 见 图 4)7=173 的 情形 
对 应 的 就 古 前 面 定义 的 von Koch 曲线 。 像 != 173 的 情形 一 样 继续 ， 我 们 得 到 曲线 
人 ， 并 能 够 看 到 
log4 


1 一 
Gm(k 3 log1/1° 


图 4 ”曲线 Ki (1) 


从 而 对 每 个 a,1 二 a 三 2, 我们 有 一 条 这 样 的 维 数 a 的 曲线 。 注 意 到 当 1->1/4 
时 极限 曲线 是 一 条 直线 段 ， 它 有 维 数 1。 当 /1/2 时 ,极限 曲线 可 以 看 成 对 应 于 一 
条 “空间 填充 ”曲线 ， 

2. 时 线 xc-K (0) ，LM4 过 1 1/2， 每 条 都 是 无 处 可 微 的 。 人 们 也 可 以 证 明 当 
1/4 硅 1 二 172 时 每 条 曲线 是 简单 的 。 

2.2 自 相 似 

康 托 尔 集 C、 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 S， 以 及 von Koch 曲线 大都 有 一 个 共同 的 重要 
性 质 : 这 些 集合 的 每 个 都 包含 它 自身 的 标 度 副本 。 而 且 ， 这些 例 子 中 的 每 个 都 是 通 
过 与 其 标 度 紧 密 联 系 的 迭代 过 程 构造 的 。 例 如 ， 区 间 [0,1/3] 包 含 康 托 尔 集 的 以 
1/3 因 子 标 度 的 副本 。 对 区 间 [2/3 ,1 |] 同样 成 立 ， 因 此 

C=6 由 
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其 中 C 与 6G@ 是 C 的 标 度 版 本 。 同 样 的 ， 每 个 区 间 [0,179] ,|[2/9,3/9],[6/9,779| 
以 及 [8/9 ,1] 都 包含 C 的 以 1/9 因子 标 度 的 副本 ， 等 等 。 
在 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 情形 下 ， 第 一 代 的 三 个 三 角形 的 每 一 个 包含 S 的 以 172 因 
子 标 度 的 副本 。 因 此 
S=Si Us UsS， 
其 中 S, j= 二 1,2,3, 是 通过 标 度 及 平移 原始 的 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 得 到 的 。 更 一 般 的 ， 
第 代 的 每 个 三 角形 都 是 S 以 1/2" 因子 标 度 的 副本 。 
最 后 ,在 von Koch 曲线 构造 的 最 初 阶段 里 的 每 一 条 线段 都 能 产生 一 个 von 
Koch 曲线 的 标 度 以 及 可 能 旋转 的 副本 。 事实 上 ， 
沪 生 下 以 到 册 本 过 关 。 
其 中 上 K;, j= 二 1,2,3,4, 是 通过 将 以 1/3 因子 标 度 ， 经 平移 和 旋转 得 到 的 。 
从 而 这 些 例 子 中 的 每 一 个 都 包含 它 自 身 的 副本 ， 但 是 以 一 个 更 小 的 标 度 。 这 一 
节 ， 我 们 给 出 产生 的 自 相 似 概 念 的 一 个 精确 定义 ， 并 证 明 一 个 确定 这 些 集合 的 豪 斯 
多 夫 维 数 的 定理 。 
称 映 射 S: R“ 一 R“ 是 一 个 比率 为 > 二 0 的 相似 ， 若 
| S(x) -58(7)|=7r|x-y|。 
可 以 证 明 R” 中 的 每 个 相似 都 是 平移 、 旋 转 以 及 伸缩 7 的 复合 。( 参 见 问 题 3。) 
给 定 有 限 多 个 有 相同 比率 7 的 相似 Si ,…,5; ,我 们 说 集合 fC R” 是 自 相 似 
的 ,车 
F=5S,(F)U…U S, (F), 
我 们 指出 几 个 我 们 已 经 看 到 过 的 例子 之 间 的 相关 性 。 
当 玉 二 CC 是 康 托 尔 集 时 ， 存 在 由 
Si(x)=x/3 和 SS,(x)= x/3 +273 
给 出 的 两 个 比率 为 1/3 的 相似 。 因 此 m= 二 2 且 r= 1/3。 
在 F = 二 S$， 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 的 情况 下 ， 比 率 是 1/2 且 存 在 由 


Si(z) 一 了 ,35(5) 一 了 + 和 以 及 Si(z) 一 2 + 有 。 


给 出 的 到 三 3 个 相似 。 这 里 ，a 与 B 为 图 5 中 的 第 一 个 图 中 男 出 的 两 个 点 。 
阁下 二 心 ,von Koch 曲线 ， 有 


S1(4)=7 ,8,(*)=p3 +a,53(x)=p ! 1+, 
以 及 
Bw) 


(其 中 p 是 以 原点 为 中 心 ， 转角 为 nm/3 的 旋转 )。 有 m 三 4 个 比率 为 r 二 17/3 的 相 
似 。 点 a,B6 与 Y 如 图 5 中 的 第 二 个 图 所 示 。 
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B 0 C 7 1 
图 5 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 与 von Koch 曲线 中 的 相似 


男 一 个 例子 ， 有 时 称 为 康 托 尔 尘 卫 ， 
是 标准 康 托 尔 集 的 一 个 二 维 版 本 。 对 每 
个 固定 的 0<h 达 1/2, 集合 DD 从 单位 正 
方形 0 ==[0,1] x10,1] 开 始 构 造 。 第 一 
步 我 们 去 掉 除 了 位 于 @ 的 角 的 四 个 边 长 
为 由 的 开 正 方形 之 外 的 所 有 部 分 。 这样 
得 到 四 个 正方 形 的 并 集 Di ， 如 图 6 所 示 。 

我 们 对 D, 的 每 一 个 子 正 方形 重复 上 图 6 康 托 尔 全 的 构 道 
述 过 程 ; 即 ， 我 们 去 掉 除 了 四 个 角 处 的 
边 长 为 jw” 的 正方 形 之 外 的 所 有 部 分 。 这 给 出 16 个 正方 形 的 并 集 D,。 重 复 这 一 过 
程 ， 可 得 到 一 列 紧 集 Di 汪 D; 汪 六 Di 沪 …, 它 们 的 交集 定义 为 对 应 于 参数 j 的 
康 托 尔 全 。 

这 里 有 m= 二 4 个 比率 为 4 的 相似 ， 由 

Sy (w= ME, 


D, D, 


Ss (x)=px+(0,1 —n), 
S3(%)=ux+(l1 -py,l -pp), 
Ss(x)=px+ (1 -yn,0) 
给 出 。 注意 到 D 是 一 个 乘积 Ce x C:， 其 中 Ce 是 切割 常数 为 & 的 康 托 尔 集 ， 正 如 第 
1 章 习题 3 定义 的 那样 。 这 里 二 一 1 -2。 
我 们 证 明 的 第 一 个 结果 保证 了 在 相似 是 收缩 的 假设 下 ， 即 它们 的 比率 y 三 1， 
自 相 似 集 的 存在 性 。 
定理 2.9 假设 S ,5,,…,5,, 是 严 个 相似 ， 每 个 相似 的 比率 相同 都 是 y， 满 足 了 
0 二 y 二 1， 则 存在 唯一 的 非 空 紧 集 五 使 得 Sas 
F=S (FU:…U Ss, (F)., 
这 个 定理 的 证 明 本 质 上 是 不 动 点 论证 法 。 我 们 将 从 某 个 大 的 球 B 开始 并 迭代 
地 应 用 映射 5 ,… ,5,。 这 些 相似 (映射 ) 的 比率 y 三 1 的 事实 充分 蕴含 了 这 个 过 
程 收缩 于 唯一 的 具有 我 们 想 要 的 性 质 的 集合 。 
引 理 2. 10 ”存在 一 个 闭 球 8 使 得 对 所 有 的 j= 二 1,…,m 有 5,(B)CCB， 
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证 ”事实 上 ， 若 $ 是 一 个 比率 为 上 的 相似 ， 则 
|S(x)|<|S(x) -5S(0)|+|5(0)| 
<rix|+|S(0)|;, 

若 我 们 要 求 |x | 三 R 壮 含 1S(x) | 三 R， 仅 需 选 择 R 使 得 rR+|5(0)| 夺 RR， 即 
R 宇 |S(0)|/(1-r)。 照 这 样 ， 对 每 个 $ 得 到 中 心 在 原点 的 球 B 满足 5,( 8B,)CC 
B,。 若 B 表示 这 些 B, 中 半径 最 大 的 球 ， 则 上 述 推导 表明 对 所 有 的 j 有 5,(B8)C B。 

现在 对 任何 集合 4， 令 5(4) 表 示 由 

S$(A)= Si (A)U-…U 5, (4) 

给 出 的 集合 ， 注 意 到 若 4 己 4', 则 5S(4)C 5(4')，。 

又 观察 到 尽管 每 个 5, 是 从 R4 到 R? 的 映射 ， 映射 $ 不 是 一 个 点 映射 ， 而 是 从 
R” 的 子 集 到 R" 的 子 集 的 映射 。 

为 利用 比率 小 于 1 的 收缩 的 概念 ， 下 面 我 们 引入 两 个 紧 集 之 间 的 距离 。 对 每 个 
6 二 0 与 集合 4, 令 

A =|x:d(x,A)<HI|, 
因此 45 是 一 个 包含 4 然而 比 4 稍 大 (通过 65 体现 ) 的 集合 。 若 4 与 B 是 两 个 紧 
集 ， 则 定义 豪 斯 多 夫 距 离 为 
dist( A .BI= inf{S&BCBHEACSHs 

引 理 2.11 定义 在 R" 的 紧 子 集 上 的 距离 函数 dist 满足 : 

(ji)y dist(4,B) 一 0 当 且 仅 当 4 一 B。 

(1) dist(A,B)= dist(B,A), 

(1) dist(A,B) dist(A,C)+dist(C,B)., 

若 5 ，…，5, 是 比率 为 上 的 相似 ， 则 

(Iy) dist( S(AY, S(CB) YS rdist(4,B), 

引 理 的 证 明 是 简单 的 ， 且 可 以 留 给 读者 去 完成 。 

用 这 两 个 引 理 我 们 现在 可 以 证 明定 理 2.9。 我 们 首先 选择 如 引 理 2.10 中 一 样 
的 B， 且 令 = S*(B)， 其 中 8S* 表示 8 的 第 大 次 复合 ， 即 5* = 8*-'。S， 其 中 
S$! 二 $。 每 个 的 是非 空 的 紧 集 ,， 且 Fi 性 Fi_1, 由 于 S(B)CB, 若 令 


F=[\ F,, 
和 =] 


则 严 是 一 个 非 空 的 紧 集 ， 且 显然 S( P 一 P， 因 为 应 用 于 门 把 得 到 站 的 ， 它 也 
等 于 PP。 

集合 的 唯一 性 证 明 如 下 : 假设 6 是 其 他 使 得 S(C)= C 的 紧 集 ， 则 应 用 引 理 
2.11 中 的 (1]V) 得 到 dist( 忆 ,CC) 科 rdist( 玉 CC)。 由 于 7 二 1， 故 dst( 有 ,CC) 生 0， 因 
此 下 一 C， 且 完成 了 对 定理 2.9 的 证 明 。 

在 一 个 附加 的 技术 条 件 下 ， 人 们 可 以 计算 出 自 相 似 集 F 的 豪 斯 多 夫 维 数 的 精 
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确 值 。 大 致 说 来 ， 若 集合 SC(P) ,…,Sw(P) 重 合 不 太 多 ， 则 限制 性 条 件 成 立 。 事 实 
上 ， 若 这 些 集合 不 相交 ， 则 我 们 可 以 认为 


ms(F) = ma(S(F)). 
三 


J 
由 于 每 个 S 以 r 标 度 ， 则 有 m。(5S;( 了 ) ) 二 rrm。(F)。 因 此 
mF = mr Wm (RF) 
在 (PN) 是 有 限 的 ， 则 有 mr“ =1; 从 而 


_ logm 


= 
logl/r- 
我 们 施加 的 限制 性 条 件 如 下 : 称 相似 Si ,… ,5 是 可 分 的 ， 若 存在 一 个 有 界 开 
集 O 使 得 


OO S(O) 5 (0), 

且 SC(O) 是 不 相交 的 。 没 有 假设 @O 包 含 F。 

定理 2.12 假设 $5,5,,…,5。 是 m 个 可 分 的 有 共同 比率 7 的 相似 ， 其 中 
0 二 7 二 1， 则 集合 的 育 斯 多 夫 维 数 等 于 logm/log(1/y)。 

首先 观察 到 当下 是 一 个 康 托 尔 集 时 ， 可 以 取 @O 为 单位 开 区 间 ， 且 注意 到 已 经 
证 明了 它 的 维 数 是 log2/log3。 对 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 取 单 位 开 三 角形 就 行 了 ， 且 
dimS 二 log3/log2。 在 康 托 尔 人 尘 的 例子 中 取 单 位 开 正 方形 ， 以 及 dimD = logm/ 
logx”“。 最 后 ， 对 von Koch 曲线 我 们 可 以 取 图 7 中 画 出 的 三 角形 的 内 部 ， 且 有 
dimk = ]jog4/log3 。 

现在 我 们 转向 定理 2. 12 的 证 明 ， 按照 与 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 的 情形 同样 的 方法 。 
硅 Qa 二 logm/log (1/r)， 我 们 断言 ms (了 ) 二 w ， 因 此 dimF 三 a。 此 外 ， 即 使 没有 可 
分 的 假设 不 等 式 也 成 立 。 事 实 上 ， 由 于 

F, = 8S*(B), 


图 7 使 von Koeh 相似 可 分 的 开 集 


目 S4B) 是 mt* 个 直径 小 于 cr+ (其 中 c==dimB8) 的 集合 的 并 集 ， 每 一 个 的 形式 为 
SR 
因此 ,车 cr" 三 5， 则 
H (FPF) YY (diamS, ooS, (B))® 


由 1 ny 
se emerot 
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由 于 mr" = 二 1， Qa 三 logm/log(1/y)。 由 于 c' 独 立 于 565， 故 得 到 m,(F) 志 0'。 
为 了 证 明 m。(F) 二 0， 我们 现在 利用 分 离 性 条 件 。 我 们 用 平行 于 先前 计算 谢 尔 
宾 斯 基 三 角形 的 聚 斯 多 夫 维 数 的 方法 证 明 。 


固定 一 个 中 的 点 x*。 定 义 第 代 的 “顶点 ”为 落 在 下 中 的 m* 个 点 ， 由 
Sn "3, (7%) ;其 中 1 寺 ni 人 m,* ,1 人 nj 二 m 


给 出 。 每 个 顶点 用 (nj ,… ,nj ) 标 记 。 顶 点 不 需要 区 分 ， 因 此 它们 按 重 数 计数 。 

类 似 地 ， 定 义 第 天 代 的 “ 开 集 ”为 到 "个 由 

Bn (OO) ,其 中 1 二 nj 志 ai nm 

给 出 的 集合 ， 其 中 O 是 固定 的 ， 且 被 选择 为 满足 分 离 性 条 件 的 。 这 些 开 集 也 用 多 
重 指标 (mm ,nso,… ,ny) 标 记 , 其 中 1<n<m 且 1<j<k。 

则 第 代 中 的 开 集 是 不 相交 的 ， 因 为 第 一 代 的 开 集 是 不 相交 的 。 而 且 若 让 三 1， 
则 第 ! 代 的 每 个 开 集 包含 第 大 代 的 到 一 个 开 集 。 

假设 v 是 第 左 代 的 一 个 顶点 ， 且 令 O(v) 表 示 第 上 代 的 对 应 于 vw 的 开 集 ， 即 * 与 
O(v) 具 有 同样 的 标号 (ni ,nz ,… ,ni)。 由 于 x 与 最 初 的 开 集 O 的 距离 是 固定 的 ,有 是 
O 有 一 个 有 限 的 直径 ， 故 

《0 

(b) er < diamO(v)S er', 

正如 在 谢 尔 宾 斯 基 三 角形 中 的 情形 一 样 ， 仅 需 证 明 若 B 二 |8,| ,是 由 有 限 个 
直径 小 于 6 的 球 组 成 的 复 且 它们 的 并 集 履 盖 尺 ， 则 

N 


区 (diamB;)" 三 c>0。 


j=1 
假设 我 们 有 这 样 的 一 个 由 球 组 成 的 覆盖 ， 选 择 上 使 得 
天 = i ,diamB, EE 
引 理 2.13 假设 B 是 覆盖 B 中 的 一 个 球 满足 
对 革 个 1 二 上 ,ri 二 diamB 达 rr!-!， 
则 好 至 多 包含 第 大 代 的 cm “个 顶点 。 
证 硅 v 是 第 k 代 的 一 个 顶点 ,其 中 ve B， 有 上 且 O(o) 表 示 第 天 代 的 对 应 于 "的 
开 集 ， 则 对 B 的 某 个 固定 扩张 BB”， 上 面 的 性 质 (a) 和 (b) 保证 了 OO(v)CB*， 
且 B 也 包含 第 1 代 的 那些 包含 O(z) 的 开 集 。 
由 于 B* 的 体积 为 cr”, 第 1 代 的 每 个 开 集 的 体积 和 =r” (由 上 面 的 性 质 (b) ) ， 
B “至 多 包含 第 ! 代 中 的 < 个 开 集 。 因 此 B "至 多 包含 第 大 代 中 的 em ' 个 开 集 。 从 
而 ,好 至 多 包含 第 大 代 的 cm 个 顶点 ， 且 引 理 得 证 。 
对 最 后 一 个 论证 ， 令 Vi 表示 B 中 满足 
"< diamB, <r 
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的 球 的 个 数 。 由 引 理 ， 我 们 看 到 被 能 B 覆盖 的 第 左 代 的 顶点 的 总 数 不 超过 
cy Nmt-4。 由 于 第 大 代 的 所 有 mt 个 顶点 都 属于 下 ， 故 有 ec 入 Nimt-: 三 mh 
L l 


因此 
ba Nm-! eh 
l 


由 a 的 定义 给 出 r*==m-'， 于 是 
N 
入 (diamB,)" Nr® Co 
二 


从 而 完成 了 对 定理 2. 12 的 证 明 。 
3 空间 填充 曲线 


1890 年 预示 着 一 个 重要 的 发 现 : 佩 亚 诺 (Peano) 构造 了 一 条 能 够 填 满 平面 内 
的 整个 正方 形 的 连续 曲线 。 从 那 以 后 ， 人 们 给 出 了 他 的 构造 的 许多 变 体 。 我 们 这 里 
将 要 描述 一 个 构造 ， 这 个 构造 具有 阐明 一 个 额外 的 重要 事实 的 功能 。 即 从 测度 论 的 
角度 ， 大 致 说 来 ， 单 位 区 间 与 单位 正方 形 是 “ 同 构 的 ”。 

定理 3.1 存在 一 条 从 单位 区 间 到 单位 正方 形 的 曲线 一 P(1) ， 具 有 下 列 性 质 : 

( i ) 刀 将 [0,1] 连 续 满 射 到 [0,1] x[0,1]。 

( 这) 尹 满 足 1/2 阶 利 普 希 获 条 件 ， 即 

[PD)-PO) SM | 

( 道 ) 任何 子 区 间 [a,6] 在 全 下 的 像 是 (2 维 ) 勒 贝 格 测度 恰好 是 5 -a 的 正方 
形 的 一 个 紧 子 集 。 

第 三 个 结论 可 以 进一步 地 阐明 如 下 。 

推论 3.2 ”存在 子 集 Z1 CI0,1] 和 2, C[0,1] x[0,1] (每 个 的 测度 都 为 
零 ) ， 使 得 万 是 一 个 从 

[0,1|] -Z| 到 [0,1] x[0,1] -2， 
的 双 射 ， 且 保持 测度 。 换 言 之 ,EB 是 可 测 的 当 且 仅 当 P(E) 是 可 测 的 ， 且 
mi(E)=m(P(E)). 

这 里 mi 与 mw 分 别 表示 R! 与 R? 上 的 勒 贝 格 测度 。 

我 们 称 函 数 :一 P(1) 为 佩 亚 诺 映射 。 它 的 像 称 为 佩 亚 诺 曲 线 。 : 

几 个 观察 有 助 于 阐明 定理 的 结论 的 本 质 。 假 设 P: [0,1] 一 [0,1] x [0,1] 是 一 £261| 
个 连续 的 满 射 ， 则 : 

(a) 下 不 能 满足 指数 y > 172 的 利 普 希 蒋 条 件 。 这 可 由 引 理 2. 2 立即 得 到 ， 它 
指出 


dimp( FO.11 ye diaf ,1) 
Y 


因此 得 到 想 要 的 2 1/y。 


(b) 下 不 能 是 单 射 。 事 实 上 ， 知 了 是 单 射 这 种 情况 ， 则 下 的 逆 6G 存在 且 连 续 。 
给 定 [0,1] 中 的 任何 两 个 点 & 天 2， 观 察 正 方形 中 连接 F(a) 与 (5b) 的 两 条 不 同 的 曲 
线 ， 由 于 这 两 条 曲线 在 C 下 的 像 会 在 a 与 6 之 间 的 某 点 相交 ， 于 是 得 到 了 矛盾。 事实 
上 ,给 定 正方 形 中 的 任何 开 圆 盘 D， 总 存在 x*eD 使 得 ts 但 F(t)==F(s) 二 x。 

定理 3. 1 的 证 明 将 从 对 一 个 把 L0,1]x1【0,1j] 中 的 子 正方 形 与 0,1] 的 子 区 则 相 
关联 的 自然 映射 类 的 仔细 人 研究 得 到 。 这 实施 了 隐 含 在 希 尔 伯 特 迭 代 过 程 中 的 方法 ， 
在 这 个 方法 中 他 提出 了 图 8 中 的 前 三 个 步骤 。 


有 [有 [下 [下 
lin 
Ein 


图 8 佩 亚 诺 曲线 的 构 霹 


我 们 现在 转 癌 一 般 上 映射 类 的 人 研究 。 

3.1 四 次 区 间 和 二 进 正方 形 

当 [0,1] 连 续 地 分 成 4 的 乘 方 份 时 产生 四 次 区 间 。 例 如 ， 第 一 代 四 次 区 间 是 财 
区 间 


1 =[0,174],L, =[1/4,172] ,Eb =[172,3/4],E, =[3/4,1], 
通过 对 第 一 代 的 每 个 区 间 分 成 4 份 得 到 第 二 代 四 次 区 间 。 因 此 第 二 代 有 16 = 王 4- 个 


区 间 。 一 般 的 ， 第 上 代 有 4# 个 四 次 区 间 ， 每 个 的 形式 为 | 37， 二 是 整数 ， 


6 Le 

一 个 四 次 区 间 的 链 是 一 个 递减 的 区 间 列 

站 也， 

其 中 天 是 第 左 代 的 一 个 四 次 区 间 .〈( 因 此 | 天 | 王 4 一 )。 

命题 3.3 ”四 次 区 间 的 链 满 足下 列 性 质 : 

( i) 车 | 大 是 一 个 四 次 区 间 的 链 ， 则 存在 唯一 的 zs [0,1] 使 得 ts[ 17 。 

(让) 皮 过 来 ， 给 是 t& [0,1]， 存在 一 个 四 次 区 间 的 链 | 夏 | 使 得 tef17。 

( 道 ) 使 得 〈 近 ) 的 链 不 唯一 的 1 组 成 的 集合 测度 为 零 (事实 上 ， 这 个 集合 是 
可 数 的 )。 

证 (i ) 可 由 | 六 | 是 一 个 递减 的 直径 趋 于 0 的 紧 集 列 的 事实 得 到 。 

对 (证)， 我 们 固定 +:， 且 注意 到 对 每 个 hk， 至 少 存在 一 个 四 次 区 间 矿 使 得 te 
1'， 车 1 的 形式 为 1/4"， 其 中 0 三 1 过 4 ， 则 第 天 代 中 恰好 有 两 个 四 次 区 间 包 含 ， 
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因此 ， 使 得 链 不 唯一 的 点 的 集合 恰好 是 二 进 有 理 数 


汉 , 其 中 1<k, 且 0< 1<4， 


注意 ， 当 然 这 些 分 数 与 形 如 1/2" 的 分 数 是 相同 的 ， 其 中 0 二 1 二 2 。 这 个 集合 是 
可 数 的 ， 因 此 测度 为 0。 

显然 每 个 四 次 区 间 的 链 可 以 目 然 地 用 一 个 串 . a1a，…a,… 表 示 ， 其 中 每 个 aj 是 
0，1 ,2 或 3， 则 对 应 于 这 个 链 的 点 1 由 


Ew 
给 出 。 发 生 皮 义 的 点 恰好 是 对 所 有 充分 大 的 上 有 a 三 3， 或 等 价 地 对 所 有 充分 大 的 


k 有 a 二 0 的 点 。 

我 们 对 佩 亚 诺 映 射 的 描述 的 一 部 分 将 从 把 每 个 四 次 区 间 与 一 个 二 进 正 方形 相关 
联 得 到 。 这 些 二 进 正 方形 通过 依次 二 等 分 平面 中 的 单位 正方 形 10,1j]x[L0,1] 的 边 
得 到 。 

例如 ， 第 一 代 的 二 进 正方 形 产 生 于 二 等 分 单位 正方 形 的 边 。 这 样 得 到 4 个 闭 正 
方形 S$, ，$, ，$; 及 S$; ， 每 个 的 边 长 为 172 且 面 积 |5, |=1/4,i=1,2,…,4。 

第 二 代 的 二 进 正方 形 通过 二 等 分 第 一 代 的 每 个 二 进 正 方形 的 边 得 到 ， 以 此 类 
推 。 一 般 的 ， 第 大 代 有 4 个 正方 形 , .每 个 正方 形 边 长 为 1/2"， 面 积 为 1/4“。 

一 个 二 进 正方 形 的 链 是 一 个 递减 的 正方 形 列 

本 
其 中 8 是 第 大 代 的 一 个 二 进 正方 形 。 
命题 3.4 二 进 正方 形 的 链 具 有 下 列 性 质 : 


( i ) 车 15S*| 是 一 个 二 进 正方 形 的 链 ， 则 存在 唯一 的 xe[0,1]x[0,1] 使 得 x 


sf1S 。 

(这 ) 反之 , 给 定 xe [0o,1]x[o,1]， 存 在 一 个 二 进 正方 形 的 链 1 st1 使 
得 zxe| 1S 。 

( 卫 ) 使 得 (ii) 的 链 不 唯一 的 x 的 集合 测度 为 零 。 

在 这 种 情况 下 ， 有 歧义 的 点 的 集合 由 所 有 至 少 有 一 个 坐标 是 二 进 有 理 数 的 点 
(zi ,Xz ) 组 成 。 从 几何 上 看 ， 这 个 集合 是 [0,1j]x[L0,1j 中 的 由 二 进 有 理 数 的 网 格 确 
定 的 垂直 和 水 平 的 线段 的 〈 可 数 ) 并 集 。 该 集合 的 测度 为 零 。 

此 外 ， 每 个 二 进 正方 形 的 链 可 以 用 一 个 串 . 848, 表示 ， 其 中 每 个 b 是 0,，1， 
2 或 3， 则 


x 沁 ， 
3 (1) 
其 中 


ET 
263 


3 


SS 
区 
SA 
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行 b， =0,b, =(0,0) 
若 b, =1,6b, ==(0,1)， 
若 b, =2,b, ==(1,0) 
若 b ==3,b, ==(1,1) 


3.2 二 进 对 应 

一 个 二 进 对 应 是 一 个 从 四 次 区 间 到 二 进 正方 形 的 映射 B， 它 满足 : 

(1) 更 是 一 个 双 射 。 

(2) 5 遵守 代 。 

(3) 遵守 包含 关系 。 

对 于 (2)， 意 指 若 1 是 第 k 代 的 一 个 四 次 区 间 ， 则 B(7) 是 第 k 代 的 一 个 二 进 正方 
形 。 对 于 (3)， 意 指 车 IC J], 则 B(1C G6(J)。 

例如 ， 平 凡 的 或 标准 的 指定 串 . b15,… 与 串 . a14a，… 对 应 ， 其 中 bi = a,。 

给 定 一 个 二 进 对 应 B， 诱导 映 射 B* 是 如 下 给 出 的 从 [0,1] 到 [0,1] x[0,1] 的 
映射 。 车 | 村 =[1 店 ,其 中 入 1 是 一 个 四 次 区 间 的 链 ， 则 由 于 iB() | 是 一 个 二 进 
正方 形 的 链 ， 可 以 令 

$B*(t)=x={18(7). 
我 们 注意 到 除了 在 一 个 零 测度 (可 数 ) 集 (那些 由 多 于 一 个 的 四 次 链表 示 的 点 1) 
外 ，@B* 是 合理 定义 的 。 

略 加 思索 就 能 证 明 ， 若 7 是 第 上 代 的 一 个 四 次 区 间 ， 则 像 8*(7)=| @*(1) ,1 
eT ,包含 第 代 的 二 进 正方 形 B(7)。 因 此 BB* (7)=B(T)， 从 而 mi (1)= 
mi(B*(T)), 
定理 3.5 给 定 一 个 二 进 对 应 ®， 存 在 集合 Z1 C10,1] 与 Z, CC[0,1] x[0， 
每 个 的 测度 都 为 零 ， 使 得 : 

(i) @* 是 从 [0,1] -21 到 [0,1] x[0,1] -2; 的 一 个 双 射 。 

(让) 是 可 测 的 当 且 仅 当 BB*(E) 是 可 测 的 。 

(着 ) mi(E)=m,(@B*(E)). 

证 首先 令 N 表示 出 现在 命题 3.3 的 ( 道 ) 中 的 四 次 区 间 〈 即 那些 所 对 应 的 
1 二 [0,1] 中 的 点 表示 不 唯一 的 区 间 ) 的 链 组 成 的 徐 。 类 似 地 ， 今 N, 表示 正方 形 
1x71 中 的 表示 不 唯一 的 点 对 应 的 二 进 正方 形 的 链 组 成 的 簇 。 

由 于 $ 是 一 个 从 四 次 区 间 的 链 到 二 进 正方 形 的 链 的 双 射 ， 它 也 是 一 个 从 NM U 
$1(N) 到 B(N)U NN 的 双 射 , 因此 对 它们 的 补 集 也 是 双 射 。 令 Z| 表示 1 的 一 
个 子 集 ， 它 由 1 中 所 有 可 以 用 NM UB (AN ) 中 的 链表 示 (根据 命题 3.3 的 ( i )) 
的 点 组 成 ， 且 设 Z, 是 由 所 有 能 用 B(NM )U Ni 中 的 链表 示 的 正方 形 中 的 点 组 成 的 
集合 ， 则 诱导 映射 B* 在 了 7- Z， 上 是 合理 定义 的 ， 且 给 出 了 一 个 从 7T-2 到 (1x7) 


1 


1 
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-2Z, 的 双 射 。 为 了 证 明 2 与 Z, 的 测度 都 为 零 ， 我 们 援引 下 面 的 引 理 。 假 设 
[| ,_, 是 一 个 固定 的 给 定数 列 ， 其 中 每 个 fh 取 0，1, 2 或 3。 
引 理 3.6 今 


Bo 一 {x 一 也 ai/4*]} ,其 中 对 充分 大 的 as zf.| ， 


则 

ml Es)="0。 

事实 上 ， 夺 固定 7, 则 m( |x:a; 关 ff} )= 二 3/4, 是 

m( {x:a, #¥f, a;4i1 fi| )=(374)? ,等 等 。 
从 而 m( 1xia, 关 ,对 所 有 上 三 r| ) 王 0，E 是 可 数 个 这 样 的 集合 的 并 集 ， 由 此 得 到 
引 理 。 

根据 表达 式 (1) ， 对 正方 形 5 二 1x1 中 的 点 也 有 类 似 的 陈述 。 

注意 到 作为 一 个 结果 了 中 对 应 于 NM 中 的 链 的 点 构成 一 个 零 测度 集 。 事实 上 ， 
我 们 可 以 对 数列 f = 1, 上 三 1， 应 用 引 理 ， 由 于 NM 中 的 元 素 对 应 于 数列 |a,1 ， 其 
中 对 所 有 充分 大 的 大 有 由 二 0， 或 对 所 有 充分 大 的 上 有 a 一 3。 

类 似 地 ， 正 方形 $ 中 对 应 于 A 的 点 构成 一 个 零 测度 集 。 为 看 到 这 一 点 ,例如 
取 对 所 有 的 奇数 上 有 =1， 对 偶数 上 有 f=2， 且 注意 到 N; 对 应 于 数列 ja,| ， 其 
中 对 所 有 充分 大 的 下， 下 列 四 种 互 斥 的 选择 之 一 成 立 : ol 是 0 或 1; a 是 2 或 3; 
a, 是 0 或 2; w 是 1 或 3。 通 过 类 似 的 推理 ， 得 到 古 -1(Np ) 与 盏 (Ni ) 中 的 点 分 别 
构成 7 和 7x7 中 的 零 测 度 集 。 

我 们 现在 转向 证 明 盏 * (是 一 个 从 T- 2 到 (1x7) -2 的 双 射 ) 是 保持 测度 
的 。 为 此 ， 回 忆 起 第 1 章 的 定理 1.4 是 有 用 的 ， 单 位 区 间 1 中 的 任何 开 集 O 都 可 写 
成 一 个 可 数 并 U /， 其 中 每 个 /都 是 闭 区 间 ，/ 内 部 不 相交 。 此 外 ， 审 视 证 明 过 程 
表明 区 间 可 以 取 成 二 进 的 ， 即 形 如 [1/2’,(1+1)/27] 的 区 间 ， 其 中 1 与 jy 是 适当 的 整 
数 。 更 进一步 地 ， 若 / 是 偶数 , j= 二 2k， 则 这 样 的 区 间 本 身 就 是 一 个 四 次 区 间 ; 车 j 
是 奇数 ,j= 二 2k -1， 则 它 是 两 个 四 次 区 间 [ (271) /2 ,(21+1)/2*] 与 [ (21+1)/2**， 
(21+2)/2*] 的 并 集 。 因 此 ,7 中 的 任何 开 集 都 可 以 写成 可 数 个 内 部 不 相交 的 四 次 
区 间 的 并 。 类 似 地 ， 正 方形 1x1 中 的 任何 开 集 都 可 以 写成 可 数 个 内 部 不 相交 的 二 
进 正方 形 的 并 。 

现在 令 E 为 1-2Z 中 的 任 一 零 测度 集 且 二 0， 则 我 们 可 以 覆盖 已 CU 7 其 


中 /是 四 次 区 间 , 且 了 mi(4)<e。 因为 BE*(E)CU@ "(4), 则 


m(B(E))SEm(B'(L))=Em(L)<s, 
从 而 B“(E) 是 可 测 的 且 ms(B*(E))==0。 类 似 地 ，(B* )-! 将 (1x7) -2 中 的 
零 测度 集 映 射 到 中 的 零 测度 集 。 


Yea 
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现在 上 面 的 论证 也 表明 了 夺 是 1 中 的 任何 开 集 ， 则 BB"*(O-2) 是 可 测 的 ， 
且 mm,(B*(O-21))= 二 mi(QO)。 由 于 任何 可 测 集 与 C; 集 相 差 一 个 零 测 度 集 ， 从 而 
这 个 等 式 可 以 转 至 了 中 的 Cs 集 。 我 们 看 到 对 1- 2 的 任何 可 测 子 集训 建立 了 m， 
(BD“(E))=m(E),. 可 对 (®* ) ”进行 同样 的 论证 ， 这 完成 了 定理 的 证 明 。 

佩 亚 诡 上 映射 将 作为 一 个 特殊 的 对 应 更 的 诱导 映射 PB“ 得到， 

3.3 佩 亚 诺 映 射 的 构造 

sr 
步骤 。 这 个 构造 背后 的 主要 思想 是 ， 当 我 们 从 第 大 代 的 一 个 四 次 区 间 走 到 同 代 的 另 
一 省 * rk (通过 二 和 进 对 应 ) 时 ， 我 们 也 从 第 于 代 的 一 个 二 进 正 方形 移动 到 另 
一 个 与 它 有 公共 边 的 第 左 代 的 二 进 正方 形 。 

更 精确 地 ， 我 们 说 在 同一 代 的 两 个 四 次 区 间 是 相 邻 的 ， 若 它们 有 一 个 公共 点 。 
同样 的 ， 同 一 代 的 两 个 正方 形 是 相 邻 的 ， 符 它们 有 一 条 公共 边 。 

引 理 3.7 存在 唯一 的 二 进 对 应 更 使 得 : 

(i) 和 看 7 与 /是 同一 代 的 两 个 相 邻 的 四 次 区 间 ， 则 BB( 站 与 BB( 几 是 (同一 代 中 
的 ) 两 个 相 邻 的 正方 形 。 

(ii) 在 第 大 代 , 若 1 是 最 左 端的 区 间 而 / 是 最 右 端的 区 间 ， 则 B (7_ ) 是 左 
下 方 的 正方 形 而 B(7, ) 是 右 下 方 的 正方 形 。 

引 理 的 (ii) 如 图 9 所 示 。 


图 9 特别 的 二 进 对 应 


给 定 一 个 正方 形 $ 以 及 它 直接 的 四 个 子 正方 形 ， 一 条 可 接受 的 导线 是 一 个 子 正 
reptet agghrrtnpn ol Bh eee eer eal ree olan 
我 们 注意 到 在 把 S 涂 成 白色 的 ， 人 则 $3 也 是 日 色 的 ， 

与 5, 是 黑色 的 。 需 要 记 住 的 重要 的 一 点 是 : ee 
的 ， 则 最 后 一 个 是 黑色 的 。 

关键 观察 如 下 。 假 设 我 们 给 定 一 个 正方 形 ,与 5 的 一 条 边 o。 车 51 是 $ 内 直 
接 的 四 个 子 正方 形 中 的 任何 一 个 ， 则 存在 唯一 的 导线 5 ,5, ,5 与 54 使 得 最 后 一 个 
正方 形 5, 与 a 有 公共 边 。 有 了 在 $ 的 左下 角 的 最 初 的 正方 形 5, ， 对 应 于 o 的 四 种 
选择 的 四 个 可 能 如 图 10 所 示 。 

我 们 现在 开始 对 满足 引 理 条 件 的 二 进 对 应 作 归 纳 的 描述 。 在 第 一 代 的 四 次 区 间 


3 空间 填充 曲线 


上 ， 我 们 赋予 正方 形 8) = 更 (站 ) ， 如 图 11 所 示 。 


my 总 二 


图 10 导线 


现 在 假设 已 经 对 小 于 或 等 于 上 左 代 的 四 次 区 间 定 义理 了 ， 并 将 第 天 代 的 区 间 按 
递增 的 顺序 写成 万 ,… ,lx， 且 令 5; = 到 (1) 。 然 后 将 石 分 成 四 个 第 大 +1 代 的 四 次 
区 间 ， 并 用 002 人 0503 及 三 4 表示 它们 ， 其 中 区 间 按 递增 的 顺序 选取 。 

接 下 来 ， 对 每 个 区 间 五 ,赋予 一 个 包含 于 51 的 第 大 +1 代 的 二 进 正 方形 
| (7.;) = 使 得 : 

(a) S11 是 5 左下 方 的 子 正方 形 ， 

(b) 3 4 同 $ 与 $ 的 公共 边 相 切 ， 

(ec) 11s 312, 01,3 与 51.4 是 一 条 
导线 。 

这 是 可 能 的 ， 因 为 归纳 假设 保证 了 5S; 与 
Si 是 相 邻 的 。 

这 解决 了 5, 的 每 个 子 正 方形 的 分 
配 ， 因 此 我 们 将 注意 力 转向 5,。 令 1, ，,D ;及 了 ;表示 六 中 的 第 上 +1 代 的 四 次 
区 间 ， 按 递增 的 顺序 写 。 首 先 ， 取 $ 1 二 B(J1) 为 5, 的 与 Si4 相 邻 的 子 正 方形 。 
这 可 以 做 到 ， 因 为 根据 我 们 的 构造 方法 ，Si ,4 与 S 是 相 切 的 。 注 意 到 我 们 从 一 个 黑 
色 的 正方 形 ($, 4 离开 3 ， 进 入 3 中 一 个 白色 的 正方 形 (5, ,)。 由 于 5 与 $> 相 
邻 ， 从 而 可 找到 一 条 导线 ,| ,S$ >,$ 3 及 $; 4 使 得 5S, 4 与 5; 相 切 。 

我 们 接着 在 每 个 区 间 /和正 方形 5, 重复 这 一 过 程 ,) 一 3,…,44。 注 意 到 每 一 阶 
段 正 方形 $;,1(“ 进 入 "的 正方 形 ) 是 白色 的 ,而 S,,(“ 退 出 ”的 正方 形 ) 是 黑色 的 。 

在 最 后 一 步 ， 归 纳 假设 保证 了 54: 是 右 下 角 的 正方 形 。 此 外 ， 由 于 S44_ ,必须 与 


图 11 对 应 的 初始 步骤 
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S44 相 邻 ， 它 必须 在 Su 的 上 面 或 者 左面 ， 因 此 我 们 沿 上 边 或 左边 进入 第 上 +1 代 的 一 
个 正方 形 。 进 入 的 正方 形 是 一 个 白色 的 正方 形 ， 我 们 走 到 Su 的 右 下 角 的 子 正方 形 。 
它 是 黑色 子 正方 形 。 

这 就 完成 了 归纳 步骤 ， 因 此 完成 了 引 理 3.7 的 证 明 。 

我 们 现在 可 以 开始 对 佩 亚 诺 曲 线 的 实际 性 描述 。 对 每 个 代 上 我 们 构造 了 一 条 折 
线 ， 它 由 连接 相连 的 正方 形 的 中 心 的 垂直 与 水 平 的 线段 组 成 。 更 确切 地 说 ， 设 6 
表示 引 理 3. 7 中 的 二 进 对 应 ， 并 且 令 51,… ,54 为 根据 $ 排列 的 第 上 代 正 方形 ， 即 
$B(1)= 5,。 令 4 表示 4 的 中 点 ， 


| 
] 一 一 
区 Ek, 2 
对 7 二 1,*… ,4 i 
令 x 表示 正方 形 8 的 中 心 ， 并 定义 
Pi(t)= io 
到 P,(0)==(0,1/2”*')= 二 wo ,其 中 二 0， 


以 及 
PAly=t 1 1 
于 是 ， 我 们 通过 由 分 点 to,… ,tar; 1 确定 的 子 区 间 线 性 地 将 Pi(1) 延 拓 到 单位 区 间 0 
雪 4 过 1。 
注意 到 对 0 委 j 科 4 ,距离 |x -wv1 | 三 1/2", 而 |4 -ws | 二 1/4*。 还 有 
] 
2 24 


|x1 —x0 | 一 | x4r — zars1 |= 


[t=t0 = | te =ts1| je 
从 而 除了 当 :一 坊 之 外 ，P4(t) 一 42 一 一 2 。 
因此 ， 
Pb -Pi(s) 2 11-s|。 
然而 ， 
Bt -PANIESENR2™", 
因为 当 1W4" 志 t<(1+1)/4" 时 ， 则 Phyi(t) 与 Pi(1) 属 于 第 k 代 的 同一 个 二 进 正 
方形 。 
因而 极限 


P(1) = lim P(t)= P(t) 二 Pui(t)- Pi(L) 
i a 


存在 ， 且 根据 一 致 收敛 性 定义 了 一 个 连续 函数 。 由 引 理 2.8 可 推断 出 
P= Pei, 
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且 万 满足 172 阶 利 普 乔 获 条 件 。 
此 外 ， 每 个 丈 , (1) 随 着 上 在 [0,1] 中 变化 而 走 遍 第 天 代 的 每 个 二 进 正方 形 。 因 
此 丈 在 单位 正方 形 中 是 稠密 的 ， 且 由 连续 性 可 知 上 = P(L1) 是 一 个 满 射 。 
最 后 ， 要 证 明 PP 是 保持 测度 的 ， 仅 需 建立 了 = 二 2 ”， 
引 理 3.8 邦人 B 是 引 理 3.7 中 的 二 进 对 应 ， 则 对 任何 0 志 1t 二 1， 有 BB*(1)= 
Pla)e 
证 ”首先 ， 我们 观察 到 对 每 个 :，@B “(1) 是 明确 定义 的 。 事 实 上 ， 假设 tef 1 
且 we[ 1 是 两 个 四 次 区 间 的 链 ; 则 对 充分 大 的 k， 站 与 让 一定 是 相 邻 的 。 从 而 对 
所 有 充分 大 的 大 ， 画 (下 ) 与 盏 ( 凡 ) 一定 是 相 邻 的 。 因 此 
人 本 大) 一 人 更 ( 斑 )。 
接 下 来 ， 由 我 们 的 构造 直接 可 得 
(18 (7)= limP,(t)= P(1). 
这 给 出 了 想 要 的 结论 。 
论证 也 表明 对 任何 四 次 区 间 有 PP( 站 = B(1)。 现 在 回忆 起 任何 区 间 (a,b) 可 
以 写成 U4， 其 中 是 内 部 不 相交 的 四 次 区 间 。 因 为 P(1)=B(1)， 它 们 是 内 部 不 
相交 的 二 进 正方 形 。 由 于 P(a,b)= 忆 P(I)， 故 有 


oc po ww 


mi( Pl(a.b))= >, ma( P(1)) = 2, m(B(1)) = > mi () = mi(G6)o 


FE PEs RE 
这 证 朋 了 定理 3.1 的 〈 下 )。 其 他 的 结论 也 已 经 建立 了 ， 我们 只 需要 注意 到 推论 包 
含 福 蚜 理 急 3 末 。 

因此 ， 我们 推断 出 4 一 P(1) 也 诱导 出 一 个 从 [0,1] 到 [0,1] x10,1j 的 保持 测 
度 的 映射 。 这 完成 了 定理 3.1 的 证 明 。 
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我 们 以 介绍 当 & 研 3 时 R" 的 所 有 可 测 子 集 (测度 有 限 ) 都 满足 的 一 个 令 人 惊 
奇 的 正则 性 质 开 始 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 对 d = 2， 相应 的 现象 并 不 成 立 ， 因 为 
存在 Besicoviteh 发 现 的 一 个 著名 的 集合 。 一 个 这 种 类 型 的 集合 的 构造 将 在 4.4 节 详 
组 给 出 。 

我 们 首先 固定 一 些 记 号 。 对 球面 上 每 个 单位 向 量 y,ye 5””" ， 和 每 个 :eR 我 
们 考虑 平面 P,， 它 定义 为 垂直 于 y 的 (d -1) 维 仿 射 超 平面 ， 其 到 原点 的 “ 带 号 
距离 ”为 六。 平面 P, ,由 


加 ”注意 到 这 时 有 两 个 垂直 于 y 县 到 原点 的 距离 为 | 4 | 的 平面 ; 这 是 因为 1 可 以 是 正 的 或 者 负 的 。 
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P, ,=|xeR’":x. y= 三 | 
给 出 。 

我 们 观察 到 每 个 姑 ,具有 一 个 自然 的 (d -1) 勒 贝 格 测度 ， 用 m, -| 表示。 事实 
上 ,车 把 y 完备 化 成 R" 的 一 组 正 交 基 e ,ey,… ,ey_1,yY， 则 可 将 任何 xe R” 用 相应 
的 华 标 写成 x 二 we +%e2 +… 十 yo 当 设 xeR 一 R'-'xR 为 (x ,*…,xy_!1)e 
R“ ,xj eR 时 ， 则 P, ,上 的 测度 my 1 就 是 R"” 上 的 勒 贝 格 测度 。m -的 定义 不 
依赖 于 正 交 向 量 e ,e;,… ,en_1 的 选择 ， 这 是 因为 勒 贝 格 测度 具有 旋转 不 变性 。( 参 
见 第 2 章 问 题 4， 或 第 3 草 习 题 26。) 

有 了 这 些 不 同 寻 常 的 预备 知识 ， 我 们 对 每 个 子 集 忆 CR ， 定 义 瑟 被 平面 P,、 
所 帘 的 规 面 为 

E,,=E[|P,,。 

我 们 现在 考虑 随 1 变化 的 截面 6,,， 其 中 EE 是 可 测 的 ,，y 是 固定 的 。( 见 图 12) 

我 们 观察 到 对 几乎 每 个 上 集合 已 ， 、\ 
是 mj_i 可 测 的 ， 并 且 my_1(5,y) 是 一 
个 关于 t 的 可 测 函 数 。 这 是 Fubini 定理 
以 及 上 面 的 分 解 R" 二 R”' xR 的 直接 
结论 。 事 实 上 ， 只 要 方向 y 是 预先 分 配 

， 关 于 函数 t 一 my_1(E,,) 一 般 没 有 

oy 然而 ， 当 4d 三 3 时 对 “大 

多 数 ” 的 y>， 国 数 的 性 质 是 戏剧 般 不 同 
的 。 这 包含 在 如 下 的 定理 中 ， 

定理 4.1 假设 A 是 R” 中 的 一 个 
测度 有 限 的 集合 ， 其 中 d 三 3， 则 对 九 图 12 随 着 + 变化 的 截面 2 站 P,， 
乎 所 有 的 ys : 

( 1 ) 对 所 有 的 ieR,E, ,是 可 测 的 。 

(让 )》ma_1(E,;) 在 te R 上 是 连续 的 。 

此 外 。 对 任何 a， 其 中 0 二 a 三 172, 由 (tyy) 二 ma_i(B,,) 定 义 的 关于 1 的 函 
数 ， 满 足 a 阶 利 普 希 次 条件。 

几乎 处 处 的 断言 是 对 5S"-" 上 的 自然 测度 d6* 而 言 的 ， 该 测度 出 现在 前 一 章 3. 2 
节 的 极 坐 标 公式 里 。 

我 们 回忆 起 /满足 a 阶 利 普 希 获 条 件 ， 寿 

对 某 个 A; |f(51)=f(t)| 半 4 | 一 | 

( i ) 的 一 个 重要 部 分 是 对 a. e. y， 截 面 局, 对 参数 上 的 所 有 值 都 是 可 测 的 。 特 
别 地 ， 人 们 有 : 

推论 4.2 ”假设 天 是 R4 中 的 一 个 零 测 度 集 ， 其 中 @d 兰 3， 则 对 几乎 每 个 yeS  ， 


™ 
* 
、 
N Py 
AN 
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对 所 有 的 te R， 截 面 6, ,的 测度 为 零 。 

当 d= 二 2 时 没有 类 似 的 结论 的 事实 是 Besicovitch 集 (也 称 为 “Kakeya 集 ") 在 
在 的 推论 ，Besicovitch 集 定义 为 一 个 满足 下 面 定 理 中 的 三 个 条 件 的 集合 

定理 4.3 存在 R* 中 的 一 个 集合 8 使 得 

( i) 是 紧 集 ， 

(站 ) 勒 贝 格 测度 为 0， 

( 道 ) 包含 每 个 单位 线段 的 平移 。 
注意 到 由 =86 且 ye5'， 人 们 有 对 某 个 io,mi(F[|P,,) 宇 1s 车 m(F[1P,,) 在 
! 处 是 连续 的 ， 则 这 个 测度 对 + 的 一 个 包含 to 的 区 间 是 严格 正 的 ， 且 因此 由 Fubini 
定理 有 maz( 严 ) 之 0。 这 个 矛盾 表明 定理 4. 1 的 结论 对 d= 二 2 不 成 立 。 

尽管 集合 8 的 2 维 测度 为 零 ， 这 个 结论 不 能 改进 为 a 维 豪 斯 多 夫 测 度 来 为 零 ， 
其 中 a 三 2。 

定理 4.4 假设 下 是 任何 满足 定理 4.3 的 结论 ( i ) 与 ( 道 ) 的 集合 ， 则 王 有 豪 
斯 多 夫 维 数 2。 

4.1 拉 东 变换 

定理 4.1 与 定理 4.4 将 通过 对 拉 东 变换 了 R 的 正则 性 的 分 析 导 出 。 算 子 及 产生 
于 分 析 学 中 的 许多 问题 ， 在 书 工 第 6 章 我 们 已 经 考虑 过 它 。 

对 R” 上 的 适当 的 函数 1，f 的 拉 东 变换 定义 为 


RA | (1) 


积分 是 关于 上 面 讨论 的 测度 mj_i 而 作 的 ， 积 分 区 域 是 平面 P,,。 我 们 首先 做 以 下 
简单 的 观察 : 

1. 耕 f 连 续 且 有 紧 支 集 ， 则 ff 在 每 个 平面 P, ,上 当然 是 可 积 的 ,， 且 R(f) (t,y) 
对 所 有 (1t,y) e R xS” ”有 定义 。 此 外 它 是 (1,y) 的 连续 函数 且 在 1 变量 上 有 紧 支 集 。 

2. 车 f 仅 仅 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 则 对 某 些 (1,y) 来 说 f 可 能 在 PP, ,上 不 可 测 或 不 
可 积 ， 从 而 有 R( 有 (1,y) 不 能 对 这 些 (1,y) 定 义 。 

3. 假设 了 是 集合 E 的 特征 函数 ， 即 f= 二 Xz， 则 只 要 E,, 是 可 测 的 ， 就 有 
RFD Y= . 下 下 

正 是 最 后 一 个 性 质 将 拉 东 变换 与 我 们 的 问题 联系 起 来 。 这 个 结论 中 的 一 个 关键 
估计 涉及 一 个 极 大 的 “ 拉 东 变换 ”， 定 义 为 

RA) (y=sup | RAUL, 7y) | ， 
以 及 控制 尺 ( 有 (1,y) 作 为 1 的 函数 的 利 普 希 区 性质 的 相应 表达 式 。 我 们 分 析 中 的 
一 个 固有 的 基本 事实 是 拉 东 变换 的 正则 性 事实 上 随 者 底 空 间 维 数 的 增加 而 改善 。 

定理 4.5 假设 /在 R” 上 连续 且 有 紧 支 集 ， 其 中 d 宇 3， 则 对 某 个 不 依赖 于 了 

的 常数 c 二 0 
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aR Fy do(y) Se HE + on] (2) 
这 种 类 型 的 不 等 式 是 一 种 典型 的 “ 先 验 ”估计 。 它 首先 在 函数 的 某 个 正则 性 的 假 
设 下 得 到 ， 然 后 通过 极限 论证 过 渡 到 更 一 般 的 /属于 4 门 世 的 情形 。 
我 们 就 式 (2) 中 出 现 的 范 数 与 大 范 数 做 一 些 解 释 。 对 世 范 数 施加 一 个 至 
关 重 要 的 局 部 控制 对 想 要 的 正则 性 是 必要 的 。( 参见 习题 27) 然而 ， 没 有 对 上 了 的 整 
体 性 质 加 一 定 的 限制 ， 函数 /可 能 不 满足 在 任何 平面 PP, ,上 都 是 可 积 的 ， 如 f(x)== 
1A(1 +|x|"') 所 显示 的 ， 车 d 主 3， 这 个 函数 属于 LL(R"), 但 不 属于 (RR)。 
定理 4.5 的 证 明 实 际 上 给 出 了 一 个 更 强 的 结果 ， 作 为 推论 叙述 如 下 : 
推论 4.6 假设 /在 R" 上 连续 且 有 紧 支 集 ， 其 中 以 三 3， 则 对 任何 a,， 0 过 a 去 
1X2 ,不等式 (2) 当 人 及 (六 (7) 车 换 为 
[RO Cn ,Y)- RA ,YY) | 


站 关 忆 | 而 -二 * 


(3 ) 


时 成 立 ， 

定理 的 证 明 依 赖 于 拉 东 变换 与 傅 里 叶 变 换 之 间 的 交互 作用 ， 

对 冉 定 的 yeS*-!， 今 及 (让 (A.yY) 表 示 及 (了) (1,y) 关 于 变量 1 的 傅 里 叶 变 换 

RD) | RD Gy) ed 

特别 地 ， 我 们 用 A e R 表示 1 的 对 介 变 量 ， 

f 的 健 里 叶 变 换 作 为 R” 上 的 函数 写 为 /， 也 就 是 

f(é) =| 机 te "tq, 
引 理 4.7 若 了 是 连续 的 上 且 有 紧 支 集 ， 则 对 每 个 yeS 有 
友 ( 站 CA,7) 一 所 MAy) ， 

右 闪 就 是 了 的 傅 里 叶 变 换 在 点 Ay 的 值 。 

证 ”对 每 个 单位 向 量 y 我 们 采用 前 面 描述 过 的 坐标 系 : x 二 (x ,…xy)， 其 中 沪 
与 x 的 方向 一 致 。 我 们 将 每 个 xe R" 写成 x 二 (wu,t)， 其 中 eR’'!', teR, x: 
和 一 而 在 一 (ia 寻 外 ， 


| 了 一 Doe 7 
Fubini 定理 表明 人 /zjdz=[ (| 胃 d。 用 fw)e om 代理 7 ) 由 用 六 小 
等 式 给 出 
Nay) = fe a= (ff du)e 
-| (| 


Pj,y 


有 -27iAr 
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从 而 九 Ay) 一 丸 C(D(A.7)， 引 理 获 证 。 
引 理 4.8 车/ 是 连续 的 且 有 紧 支 集 ， 则 
ba (fo RD Ia) y=2h A de. 
我 们 观察 的 关键 点 是 维 数 d 越 大 ， 随 着 | | 趋 于 无 穷 因子 | 41 -' 也 越 大 。 因 此 维 
数 越 大 ， 傅 里 叶 变 换 及 (/) (和 A,y) 的 衰减 性 越 好 ， 作 为 :的 函数 的 拉 东 变换 R(7) 
(L,Yy) 的 正则 性 越 好 。 
证 第 5 章 的 帕 塞 瓦尔 公式 保证 了 
2 | LA) sds =2] AE)? 
变换 为 极 坐 标 二 二 Ay， 其 中 入 之 0 而 ye5 ， 于 是 得 到 
2 8d =2[ ,| Oy) aT dhde(y)。 
我 们 现在 观察 到 一 个 简单 的 变量 替换 给 出 
Ea 0 A 
bab Van lama) = Womb la 


一 旦 我 们 援引 引 理 4.7 的 结果 就 完成 了 证 明 ， 
定理 4.5 证 明 的 最 后 一 部 分 由 以 下 组 成 : 
引 理 4.9 假设 


‘dAdo(y) , 


R=| F(AY) es™iAdA, 


其 中 
i <Al| LRC IAlTa 
AER 一 20 
则 
sup | P(E -cc(A+B), (44) 
此 外 , 看 0 过 aw 志 1X2， 则 
对 所 有 的 三 ,下 ,| F(6)=F(t0)| 寺 ee, | i = AB): 
证 “第 一 个 不 等 式 通过 分 别 考 虑 | | 去 MM 两 种 情况 得 到 ， 
c= E2TiA1 ZiAl 
F(L) -| Fe dA a FCOAY) es™iAdA, 
显然 第 一 个 积分 以 cA 为 界 。 要 合计 第 二 个 积分 只 需 作出 上 | | AMA)1dnh 的 界 。 


应 用 柯 西 - 施 瓦 次 不 等 式 得 到 
人 172 172 
1 二 2 do -| -d+] 
hm <(f ,1 FO) [A 1dA) U 1 dA 


-d+1 达 -1 时 ,这 等 价 于 我 们 假设 的 4d 二 2， 也 就 是 d 宇 3， 最 后 一 个 积分 恰好 


收 伍 因此 | R04) | 过 ce( 4 BB}, 
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要 建立 利 普 希 次 连续 性 ， 我 们 首先 注意 到 
F(t, )—F(t,) =[. F(A ) [A Be i _ 


由 于 有 不 等 式 |e* -1 | 过 |x|， 可 立即 得 
荐 0 | | 2 
我 们 将 差 F(t ) - F(t ) 写 成 两 个 积分 的 和 。 沿 | 和 A | 三 1 的 积分 显然 以 cA | 二 - 
ty |“ 为 界 。 第 二 个 积分 ， 即 沿 | 和 | 二 1 的 积分 ， 可 以 从 上 面 得 到 估计 
i AC EE 
柯 西 - 施 瓦 交 不等式 的 应 用 表明 这 最 后 一 个 积分 可 以 由 
172 1/2 
2 dd—] =t+1 +20 过 B 
(fF TAL) (fila dA) < 
极 大 化 。 由 于 大 -d+1 +2a 三 -1， 则 第 二 个 积分 是 有 限 的 ， 而 特别 地 这 对 d 三 3 
且 a 三 1/2 成 立 。 这 完成 了 引 理 的 证 明 。 
我 们 现在 整合 这 些 结果 以 证 明定 理 。 对 每 个 ye 5 ' 今 
Fle= RO(f) (L,Y)s 
注意 到 有 了 这 个 定义 ， 则 有 
sup | Fi 一 入 (六 (7)。 
今 
A(y) =sup | F(A)| 以 及 B2(7) =[ _ [Reay| > [A | an. 
则 由 式 (4) 得 
sup | F(t)| Se(A(Y)+B(Y))。 
然而 ,我们 观察 到 (A)=f(Ay) ， 因 此 


A(Yy)S | fl ns eo 
因此 ， 
[Ry 委 c(4(7) +B(7))。 


且 由 于 引 理 4.8 得 [BP(y)do(r)=21f1 4: ， 于 是 


bl RY DN dey) < elf Enet fl Yms), 
因此 
FR Nd y) Se fh ons thf eons )。 
注意 到 我 们 用 过 的 等 式 ， 


〇 ”平面 内 点 e 到 点 1 的 距离 小 于 单位 圆 上 连接 这 两 点 的 弧 长 。 
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RTE] Najerad, 


其 中 (1)==R(/) (1,y)， 由 第 2 章 的 定理 4.2 中 的 傅 里 叶 反 演 结果 知 对 几乎 每 个 
yeS*-!， 上 式 是 合理 的 。 事 实 上 ,我 们 看 到 A(y) 与 B(7y) 对 几乎 每 个 7 是 有 限 
的 。 从 而 下 对 这 些 y 是 可 积 的 。 这 完成 了 定理 的 证 明 。 如 果 用 式 (5) 取代 式 
(4), 用 同样 的 方法 就 能 得 到 推论 。 

我 们 现在 转向 平面 的 情形 ， 看 看 可 由 上 面 的 分 析 推 断 出 什么 信息 。 不 等 式 
(2) 在 d= 二 2 时 不 成 立 。 然 而 ， 它 的 一 个 修正 成 立 ， 这 将 在 定理 4.4 的 证 明 中 
用 到 。 

若 fe(R”)， 则 定义 


1+6 
Rs(N) Gy 三 | R(A)(s,y)ds 


_ 
二 | gat x ) dx, 


在 Rs (1,Y) 的 这 个 定义 中 我 们 在 平面 P, ,上 的 宽度 为 26 的 一 个 小 的 “条 形 ” 上 
对 f 积 分。 因此 有 R; 是 拉 东 变换 的 平均 。 

A 

Rs (NN (Y)=sup | RA (ty) 
定理 4.10 若 / 连 续 上 且 有 紧 支 集 ， 则 当 0 坟 5 科 17Z2 时 ， 有 
民国 (1)(y)de(7y) ce(logl/8) (fl por) + fl icp’) )s 

这 里 应 用 与 定理 4.5 的 证 明 同 样 的 论证 ， 只 是 我 们 需要 引 理 4.9 的 一 个 修正 版 

本 外 。 更 确切 地 ， 设 


Pi( 大 | POA)| 


27i(t+6)A 27i(t -6)A 
和 jdA， 
271A (26) 
并 假设 
sup | F(A)|<A,| [F(A)I?|A|dA<B, 
A ' i 


则 我 们 断言 
sup | F(t)| < e(log1/8)' (A+B), (6) 


事实 上 ,我 们 用 |(sinx)/x | 三 1 的 事实 看 到 ,在 F(t) 的 定义 中 ,被 积 阴 数 沿 
IA | 三 1 积分 的 上 界 是 eA。 并且, 沿 | 和 | 二 1 的 积分 可 以 分 解 且 以 和 


A e _ wy 
a [F(A) ldA + 了 [F(A) AI dqdA 
为 界 。 上 面 的 第 一 个 积分 可 由 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 估计 如 下 : 


IF ) | 套 攻 A i72 172 
haat _ i | dj (TAI dA 
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< cB(logl/6) 
最 后 ,我 们 也 注意 到 
， 


了 FUA) ||A| -dA < els, | FOA) 121A 而 到 Ad) 


eB 
这 建立 了 式 (6) ， 因 此 完成 了 对 定理 的 证 明 。 

4.2 当 4d 三 3 时 集合 的 正则 性 

我 们 将 把 对 拉 东 变换 的 基本 估计 推广 到 一 般 的 情形 中 ， 对 具有 紧 文 集 的 连续 郴 
数 给 出 证 明 。 这 将 得 到 定理 4.1 中 阐述 的 正则 性 结果 。 

命题 4.11 假设 d 写 3, 且 令 / 属 于 L(R” 站 太 (R"), 则 对 a eyesS 我 们 能 
够 断言 如 下 : 

(a) 对 每 个 +e RR, /在 平面 P, ,上 可 测 且 可 积 。 

(b) 痕 数 也 ( 有 (1,y) 关 于 1t 连 续 ， 有 是 对 每 个 a 二 172 满足 a 阶 利 普 厦 次 条 件 
此 外 ， 定 理 4.5 中 的 不 等 式 (2) 以 及 它 的 变形 式 (3) 对 ff 成立。 

我 们 通过 一 系列 步骤 来 证 明 该 命题 。 

第 1 步 ， 我 们 考虑 一 个 有 界 开 集 © 的 特征 函数 ,f 二 Yo。 这 里 断言 (a) 是 显然 
的 ， 因 为 Of 1P, ,是 P, ,中 的 有 界 开 集 。 从 而 有 R( 了 ) (1,y) 对 所 有 的 (1,y) 有 定义 。 

接 下 来 我 们 可 以 找到 一 个 非 负 连续 且 有 紧 支 集 的 函数 列 |f | 使 得 对 每 个 x*， 当 
n 一 % 时 f(x) 弟 增 地 趋 于 f。 从 而 由 单调 收敛 定理 对 所 有 (1,y) 有 RR(f,) (ty ) 一 及 
(有 )(t,y)， 且 对 所 有 yesS ,RR*(f)(iyy) 一 及 * (有 (1,y)。 所 以 我 们 看 到 不 等 
式 (2) 对 f 三 Xe 成立 ; 其 中 己基 一 个 有 和 界 开 集 。 

第 2 步 ， 我 们 考虑 f= 二 xs ， 其 中 EE 是 一 个 零 测 度 集 ， 并 首先 考虑 是 有 界 的 情 
况 。 则 我 们 可 以 找到 一 个 递增 的 有 界 开 集 列 |O, 1， 使 得 CC O,， 同 时 当 nw 时 
有 m(O,)—=0, 

令 记 = 门 0,。 由 于 对 所 有 (1,y), 门 P, ,是 可 测 的 ， 瑞 数 刃 (X) (1,y) 与 
RR* (WE)(Y) 是 合理 定义 的 。 然 而 ,R*(XF)(y) 三 RR*Ye_)(y), 而 台 *(Xo,)(y) 是 
递减 的 。 因 此 我 们 刚才 证 明 过 的 对 六 Yo 的 不 等 式 (2) 表明 对 a.e.y 有 R(xs) 
(y) 二 0。 CE 蕴含 着 对 a.e.y, 对 所 有 的 te R 集合 巨 门 PE-1) 维 测度 为 
和 零 。 通 过 将 写成 可 数 个 有 界 零 测度 集 的 并 这 个 结论 立即 推广 到 忆 不 一 定 是 有 界 
的 情况 。 因 而 推论 4.2 获 证 。 

第 3 步 ， 这 里 假设 1 是 一 个 支撑 在 有 界 集 上 的 有 界 可 测 函 数 。 则 由 熟悉 的 论证 
我 们 能 够 找到 一 致 有 界 的 连续 函数 列 | 九 | ， 它 支撑 在 一 个 固定 的 紧 集 上 ， 且 使 得 
万 (z) 一 所 2 和 Ja es 由 有 界 收 敏 定 理 ， 当 m 一 亚 上 时，|1 访 =- 首 与 几 太 一 儿 | 都 趋 
于 零 ， 且 在 必要 时 选择 一 个 子 列 ， 我 们 可 以 假设 1 户 = 站 + 1 天 = 让 Ps 莹 2"。 
由 我 们 第 2 步 中 证 明 的 ， 对 a. e. ye 5"-! 上 且 每 个 +e R， 在 平面 P, ,上 关于 测度 
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mi_i1 有 (x) 一 /(x)a.e.。 因 此 对 这 些 (1t,y) 再 次 运用 有 界 收 敛 定理 ,我 们 看 到 
RR( 记 )(1,yY) 一 及 (有 (tt,y)， 而 这 个 极限 定义 了 RR( 有 )。 现 在 对 -ff_| 应 用 定理 
4;5 给 出 


a N -f/f._.1)(Y)do(Yy) Se 2 Ss 
me n=] 
这 意味 着 对 ae y e511， 
六 sup | RIE) -RA A L,Y) |< © , 


因此 对 这 些 y 函数 列 有 (所 )(t,y) 一 致 收 钱 。 从 而 ， 对 这 些 y 图 数 尺 (站 (7y) 关 于 
1 连续， 不 等 式 (2) 对 这 个 ff 成立。 用 同样 的 方法 不 等 式 (3) 可 导出 。 

最 后 ， 我 们 处 理 忆 自居 中 的 一 般 的 /， 通过 一 个 具有 有 界 支 撑 的 有 界 函 数列 
遂 近 它 。 pp ei 因而 留 给 读者 。 

观察 到 命题 中 的 特殊 情况 f= 二 xs 给 出 定理 4. 1。 

4.3 Besicovitch 集 有 维 数 2 

这 里 我 们 证 明定 理 4.4， 即 任何 Besicovitch 集 必 定 有 上 蚂 斯 多 夫 维 数 2。 我 们 利 
用 定理 4.10， 也 就 是 说 ， 不 等 式 


Rs ND (y) doly) <e(logl/8) (CAN zeny + DF sy )o 

这 个 不 等 式 在 连续 且 有 紧 支 集 的 假设 下 已 经 证 明 。 目 前 情况 下 ， 通 过 一 个 简单 的 
极限 论证 ， 我 们 毫 不 费力 地 将 它 推广 到 一 般 的 情形 feL' [1L*， 因 为 车 在 L' 范 数 下 
/, 一 f， 则 显然 对 所 有 的 y，R* (f,)(y) 收 化 于 RR* (f/) (y)。 

现在 假设 下 是 一 个 Besicovitch 集 ， 且 a 是 周 定 的 ， 其 中 0 二 a 三 2, 假设 fC 
U 8. 是 一 个 著 盖 ， 其 中 B; 是 直径 小 于 一 个 给 定数 的 球 。 我 们 必须 证 明 

之 (diam B,)" 二 cc 之 0。 

我 们 分 两 步 进 行 ， 首 先 考虑 一 个 使 得 证 明 思 路 清晰 的 简单 情形 。 

情形 1 我 们 首先 假设 所 有 的 球 B; 有 相同 的 直径 5 (其 中 6 三 1/2)， 因 而 仅 有 
有 限 个 ， 比 如 说 w 个 球 在 履 盖 中 。 我 们 必须 证 明 N5 三 c,。 

今 Bp” 表示 B, 的 两 倍 上 且 严 "一 U B”， 则 显然 有 

mm (下 *) 二 ecN52 

由 于 下 是 一 个 Besicovitch 集 ， 对 每 个 yeS 存在 垂直 于 Y， 且 包含 于 下 的 单位 长 
度 的 线段 ;,。 还 有 ， 由 构造 可 知 ，s, 上 的 点 的 任何 小 于 5 的 平移 必定 属于 PF"， 
因此 

对 每 个 y,R。 (Xp')(y) 宇 1 
若 在 不 等 式 (6) 中 取 / 一 Xr. ， 并 注意 到 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 绚 合 


:Ye 
277 


YS 


pr sy 


278Y 
好 
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Xe*ll (RD)SC | Xe :| 12(R2) SS c(m(F I 
则 得 到 
cSN' ?6(log1/6)!'?, 
这 殉 含 者 对 aw 和 2 有 AN6" 三 cu 
情形 2 我们 现在 处 理 一 般 的 情形 。 假 设 RC U B;， 其 中 每 个 球 B; 的 直径 小 
于 1。 对 每 个 整数 45， 令 Ni 表示 集 禾 1B,| 中 使 得 
aa 
的 球 的 个 数 。 我 们 需要 证 明 》 Ni2 “>cs。 事实 上 ， 我 们 将 证 明 一 个 更 强 的 结 
k= 
果 ， 即 存在 一 个 正 整 数 妨 使 得 No2 一 "这 cun 


从 
Fi =F[\ : U B;), 
2 dam RE2™* 
且 令 
Fr” = U BR 
2-t-lxdiam BK2- 


其 中 8B” 表示 B, 的 两 倍 。 则 我 们 注意 到 
对 所 有 的 ,mi(F,) 志 ceNi2™…。 
由 于 下 是 一 个 Besicovitch 集 ， 对 每 个 ye5 存在 完全 包含 在 中 的 单位 长 度 
的 线段 s,。 我 们 现在 使 得 下 面 事实 精确 : 对 某 个 上，s, 的 一 个 较 大 的 部 分 属于 Fi。 
我 们 取 一 个 实数 列 |ai1 ,_, 使 得 0 志 a 志 1,ai 二 1, 但 ai 不 太 快 地 趋 于 零 。 
例如 ,我 们 可 以 选取 a 一 c.2 ”:， 其 中 c=1-2-,e>0 但 = 充分 小 。 
于 是 ， 对 某 个 有 
mi(s,{[\F,)>aro 
否则 ， 由 于 =[1F,， 将 有 
mi (sy {1F)<Eai=1, 
这 与 事实 mi(s, 门 本 ) 王 1 矛盾， 因为 完全 包含 在 下 中 。 
从 而 ， 有 了 这 个 上 ， 必 有 
Ra (Xp ) (7) 之 ai,， 
因为 任何 与 F 距离 小 于 2 的 点 一 定 属于 。 由 于 此 的 选择 可 能 依赖 于 y， 令 
bE: ={Y:R, Xp: )(Y) ar), 
由 我 们 先前 的 观察 ， 则 有 


因此 对 至 少 一 个 k， 我 们 用 表示， 有 
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m(E,) 之 27ap，, 
否则 m(5' ) 二 27a = 二 27。 因 此 


2 
2Ta, ,= 27a,0,, 


< | ardo(Yy) 
6, 


< | Ri) (ydo(y). 
由 基本 不 等 式 (6) 可 得 
gre c(log2* ) 2 1xr， | arRzy e 
根据 a; 2-“， 且 注意 到 |x. | 2< ceN 2 ， 可 得 
9 (T=20)k < cf log2* ) 22N  。 
这 最 后 一 个 不 等 式 保证 了 只 要 4s 过 2 -a 就 有 NN,,2-* 之 6,。 

这 完成 了 对 定理 的 证 明 。 

4.4 Besicovitch 集 的 构造 

Besicovitch 集 有 几 种 不 同 的 构造 方法 。 我 们 在 这 里 描述 的 方法 涉及 自我 复制 集 
合 的 概念 ， 自 我 复制 的 思想 渗透 在 本 章 许 多 讨论 中 。 

我 们 考虑 常数 剖 分 的 康 托 尔 集 C1,, ， 为 简单 起 见 记 为 C， 它 在 第 1 章 习 题 3 中 
定义 。 注 意 到 C 一 站 Ci, 其 中 =[0,1], 且 C 是 下 入 
2* 个 长 度 为 4-* 的 闭 区间 的 并 集 。 这 些 闭 区 间 通 过 从 
C1 去 掉 24-! 个 中 心 处 的 长 度 为 二"4-**! 的 开 区 间 


后 得 到 。 则 集合 C 也 可 以 表示 为 形 如 x 二 》 et4 
k=1 


(其 中 为 0 或 3) 的 点 xe10,1] 的 集合 。 
我 们 现在 将 C 的 一 个 副本 放 在 平面 R 王 | (x,y)| 


的 x 轴 上 ， 且 把 二 C 的 副本 放 在 直线 y = 1 上 。 即 ， 


的 几 条 线段 


令 一 | (xy):xECy 一 0 以 及 卫 王 | (xy):2xeEC， RD 
7 三 1| 。 将 会 起 核心 作用 的 集合 下 定义 为 所 有 连接 Eo 的 一 个 点 与 五 | 的 一 个 点 的 线 六 279 
段 的 并 集 ( 见 图 13 ) 。 
定理 4.12 集合 下 是 一 个 紧 集 且 2 维 测度 为 零 。 它 包含 任何 斜率 为 * 的 单位 线 
段 的 平移 ， 其 中 是 落 在 区 间 ( -1,2) 之 外 的 数 。 
一 且 证 明了 和 定理， 我 们 的 工作 就 完成 了 。 事 实 上， 有限 个 集合 下 的 旋转 的 并 
集 包 含 任 何 和 斜率 的 单位 线段 ， 而 那个 集合 因此 是 Besicovitch 集 。 
证 明 集 合 下 需要 的 性 质 相 当 于 证 明 关 于 集合 C+AC 的 下 列 悖 论 性 的 事实 ， 其 
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中 人 入 三 0。 这 里 C+AC 王 xy + Axs:xl EC,x; EC 
e 对 ae 人 A，C+AC 的 一 维 测 度 为 零 。 


。C+ 二 C 是 区 间 [0,3/2] 。 


让 我 们 看 一 下 如 何 由 这 两 个 断言 推出 定理 的 。 首 先 ， 我 们 注意 到 集合 是 财 
集 (因此 是 紧 集 ) ， 因 为 bi 与 都 是 闭 集 。 其 次 ， 观 察 到 当 0 二 y 二 1 时 ,集合 F 


的 截面 严 恰好 是 (1 -y)C+C。 这 个 集合 通过 将 集合 C+AC 以 1 -yy 因子 标 度 得 


到 ， 其 中 和 ==yA(2(1 =y))。 因 此 当 C+AC 测 度 为 零 时 F” 的 测度 也 为 零 。 pa 
在 映射 yA 下 ，(0,% ) 中 的 零 测 度 集 对 应 于 (0,1) 中 的 零 测 度 集 。( 例 如 ， 参 见 
第 1 章 习 题 8， 或 第 6 章 问题 1。) 因此 ， 运用 第 一 个 断言 与 Fubini 定理 证 明了 的 
(2 维 ) 测度 是 零 。 

最 后 ， 连 接点 (xzo,0) 与 点 (xzl,1) 的 线段 的 斜率 是 * 王 17Cxi -x0)。 因而 大 2 
e072 且 wo eC， 即 车 17se C12-C， 量 i 可 以 实现 。 然 而 ， 由 一 个 明显 的 对 称 C 二 
1 -C， 因 此 条 和 件 变 为 1Xse C/2 +C=-1， 由 第 二 个 断言 /se [ =1,1Z2j。 这 最 后 一 
个 玉 习 本 这 (一 1 ,2)。 

因此 我 们 的 任务 只 剩 下 证 明 上 面 的 两 个 断言 。 第 二 个 断言 的 证 明 是 近乎 平凡 
的 。 事 实 上 ， 

cq- 
251 


这 个 集合 包含 所 有 形 如 x 二 》 Pa + 于 j4 “的 Xx， 其 中 8 与 a 独立 地 取 0 或 3， 


k=1 
ey Gh ; dT 区 Lm - 
由 于 -了 + 子 可 以 取 0，1，2 或 3 中 的 任何 值 , 故 有 子 | C+ 二 Cj=[0,1]， 因 此 C+ 


] 


IC 一 L0,372 


对 a.e.A 证 明 m(C+AC) 王 0 

我 们 进入 要 点 :对 几乎 所 有 的 A，C+AC 的 测度 为 零 。 我 们 通过 检查 集合 C 与 
C+AC 的 自我 复制 性 质 来 证 明 这 个 事实 。 

已 知 C==C Uc，, 其 中 C 与 6G 是 C 的 两 个 相似 副本 ， 相 似 比 率 为 1/4， 由 


CI 一 7C 与 GC 一 C+ 二 给 出 。 从 而 C1 CL[0,174] 且 6 CL3/4,1]。 对 CC 迭代 地 进 
行 1 次 这 样 的 分 解 ， 即 到 达 第 1“ 代 ”， 可 以 记 


= (7) 


将 型 世 
其 中 C, 一 (1X4) 4 上 且 每 个 C, 是 C 1 的 一 个 平移 。 
我 们 用 同样 的 方式 考虑 集合 


4” Besicovitch 集 和 正则 性 


K(A)=C+AC, 
且 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， 有 时 省 略 入 而 写成 大 (A) 王 天。 由 定义 有 
K=K,UK;,Uk; Uk, 
其 审 天 | 二 Ci +ACi, Ks = 二 C+AG, Ks = +AC 有 Ks = +AC,。 利 用 式 (7) 
对 这 个 分 解 做 一 次 迭代 给 出 
l 


天 一 (J 无 ， 


<i<4 
其 中 对 于 一 对 指标 方 , 疡 ， 每 个 K; 等 于 Ci +AC ; 。 事实 上 ， 指 标 集 之 间 的 这 个 关 
系 在 满足 1 入 i 委 4 的 i 与 满足 1 <i 对 2' 且 1 壮志 2 的 对 方 , 疡 之 间 建 立 了 一 个 
双 射 。 注 意 到 每 个 k' 是 有 的 一 个 平移 ， 且 每 个 大 也 从 大 的 比率 为 4 的 相似 得 
到 。 现 在 注意 到 C= C/4 U(C4 +3/4) 蕴 含 着 


(8) 


加 A EP 冯 吕 
K(A)=C+AC=( C+ CU C+ 和 C+ | 


= K(X/4)U[ KA/4) | ， 


从 而 KK(A) 测 度 为 去 当 上 且 仅 当 K(AX4) 测度 为 零 。 因此 仅 需 证 明 对 aeAslLl,4]， 
大 (A) 有 测度 去 ， 
在 这 些 准 备 之 后 ， 我 们 观察 到 对 某 些 特殊 的 入 立即 可 得 于 (大 (A)) 王 0， 对 这 
些 和 下列 的 巧合 发 生 ; 对 某 个 1 及 一 对 与 性 ， 其 中 荆 关 7， 
KAY= KC CA)s 
事实 上 上， 车 我 们 有 这 个 巧合 ， 则 式 (8) 给 出 
a 


m(K(A))< 》 m(K(A))=(4 -1)4 mm(K(A)), 


i=1 ,tt 
而 这 比 含 者 m(K(A))==0。 
下 面 的 核心 洞察 是 ， 在 定量 的 意义 上 ， 使 得 这 一 巧合 发 生 的 和 A 相对 于 1 的 大 小 
来 说 是 “稠密 ”的 。 更 确切 地 ， 我们 有 : 
命题 4.13 假设 和 与 1 给 定 ， 其 中 1 三 Ao 三 4 而 1 是 一 个 正 整数 ， 则 存在 一 
个 A 及 一 对 i，i'， 其 中 i 才 让 使 得 
KA)= KA); |A-Al<AT (9) 
这 里 c 是 二 个 与 Ao。 和 1! 无 关 的 常数 。 
它 的 证 明基 于 下 面 的 观察 。 
引 理 4.14 对 每 个 Ao， 存 在 一 对 1 二, 记 夺 4， 其 中 记 关 i ， 使 得 Kk; (ho) 与 
K; (Ao) 相 交 。 
证 事实 上 上， 若 对 于 1 三 i 性 4, Kk; 不 相交 ， 则 对 于 充分 小 的 5 有 Ki 也 是 不 相 
交 的 。 这 里 我 们 用 符号 F? 表示 到 的 距离 小 于 5 的 点 组 成 的 集合 。( 见 第 1 童 引 
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4 
理 3.1。) 然而 KK 二 UK;， 且 根据 相似 m(K*) 二 4m(K?)。 从 而 由 大 ; 的 不 相交 性 


有 m(K5) 二 m(K”“)， 这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 XK”- K? 包含 一 个 开 球 (半径 为 38/ 
2)。 因 此 引 理 获 证 。 

现在 对 给 定 的 Ao 应 用 引 理 , 记 Ki; 二 C +AoC, ， 帮 ;一 C +AoC,,， 其 中 这 些 
凡 与 v 是 1 或 2。 然而， 由 于 刀 关 i 故 有 jl 关 jw 或 v1 关 v,，( 或 两 个 不 等 式 都 成 立 )。 
目前 假设 ww 关 w 。 

K; (ho ) 与 K, (ho) 相 交 意味 着 存在 两 个 数 对 (a,5) 与 (a',b'), 其 中 aeC,， 
be C,，a’eC, 且 b'eC, 使 得 | 

GG (10) 

注意 到 w 关 v 的 事实 蕴含 着 15 -多 | 宇 1/2。 接 下 来 ， 观 察 第 1 代 通 过 式 (7) 
我 们 发 现存 在 指标 1 过户, 户 , ji, 2 使 得 aeC ;CO ,beClCo,,a’eCj 
C 0,,，b'eC ,CC Cu。 我 们 又 观察 到 上 面 的 集合 是 彼此 的 一 个 平移 ， 即 C=C /+ 
71 且 C= 二 C ,+7,， 其 中 |7i | 志 1。 因 此 车 i 与 分 别 对 应 (ji , 记 ) 与 ( 放 沁 )， 则 有 


K (A)=K,(A)+7(A), 其 中 7(A)=71 +AT26 (11) 
现在 令 (4,B) 为 在 上 述 平 移 变 换 中 对 应 于 (a',b') 的 数 对 ， 也 就 是 
=a’+7),B=b' +7,。 (12) 


我 们 断言 存在 一 个 入 使 得 
A+AB=a’+Ab’, (13) 
事实 上 ， 由 式 (12〉 我 们 已 经 把 8 放 人 CB 而 5' 在 se 由 于 vw zz 
v2， 从 而 1B-b'| 宇 1/2。 因 此 我 们 通过 取 入 =(4 -a')/(b'-B) 解 决 了 式 (13)。 
现在 我 们 将 这 个 与 式 (10) 比较 , 得 到 Ao 二 (a -a’)/(b'-b)。 此 外 ，|4 -a| 过 
4-' 且 |B -5|<4-'， 因为 4 与 a 都 位 于 C;，B 与 5 都 位 于 C,， 这 得 到 了 不 等 式 
[i (14) 
同样 ， 式 (12) 与 式 (13 ) 显然 蕴 合 着 7(A)= 二 71 + Ar 二 0， 这 结合 式 (11) 证 明了 
巧合 。 
因而 在 先前 我 们 做 的 限制 w 和 ww 的 条 件 下 证 明了 我 们 的 命题 。 当 jl 关 s 替换 
vj 天 U， 的 情形 时 ， 我 们 可 以 通过 将 vj 关 v, 情况 里 的 Av 换 成 A 来 得 到 。 注 意 到 
K(XAo) 二 KK,(Ao) 当 和 且 仅 当 F be = Ns + AgC 这 等 价 于 Cs + 
Ci +A Ci,o 由 于 C; CC, 且 C;C G6,,, 这 使 得 我 们 可 以 简化 ji 关 p 的 情况 。 
这 里 1 过 Ao 三 4 的 事实 给 出 A。 三 1 且 保 证 了 式 (9) 中 的 常数 < 的 选取 不 依赖 于 
Ao。 因 而 命题 成 立 。 
注意 到 在 重合 式 (9) 发 生 的 点 A 附近 有 如 下 成 立 : 车 | 和 A -A | 三 a4-'， 则 


K(A)=K,(A)+7r(A), 其 中 |7(A) | 帮 s4-!。 (15) 
事实 上 ， 这 是 由 式 (11) 结合 观察 
[ra | ra)=r0) | [A=A| 
得 到 的 。 之 所 以 有 该 观察 是 由 于 | +(A)|=7 +Ar, 且 |7 | 科 1。 
由 断言 式 (15) 能 得 到 它 自 和 号 更 精细 的 一 个 版 本 : 
存在 一 个 全 测度 的 集合 A 使 得 当 给 定 入 eA 和 二 0， 存在 1 及 一 对 i, 让 使 得 
式 《15) 成 立 呈 ; 
事实 上 ， 对 固定 的 e>0, 令 A, 表示 对 某 些 1 与 i, i 满足 式 (15) 的 和 A 组 成 
的 集合 。 对 任何 长 度 不 超过 1 的 区 间 I[， 由 于 式 (9) 和 式 (15)， 有 
m(A, {|N)2 64 -ec !em(7), 
从 而 A, 没有 勒 贝 格 密度 点 ， 因 此 4A” 测度 为 零 ， 从 而 A。 是 一 个 全 测度 集 。 (参见 
第 3 章 推 论 1. 5。) 由 于 ={ A,， 4。 随 着 z 递减 ， 我 们 看 到 A 也 有 全 测度 ， 因 而 
我 们 的 断言 获 证 。 
最 后 ,一旦 我 们 证 明了 当 和 eA 时 有 m(Kk(A))= 二 0， 则 定理 建立 。 为 证 此 ， 我 
们 假设 相反 的 结论 m(K(A)) 二 0。 再 次 用 密度 点 的 方法 ， 对 任何 0 二 56 二 1， 存 在 
一 个 非 空 开 区 间 1 使 得 m(K(A)[17) 宇 6m(7)。 然 后 固定 6，1/2 过 6 过 1 并 继续 。 
有 了 这 个 固定 的 6， 我 们 选择 下 面 要 用 的 为 a 二 m(7) (1 -6)。 接 下 来 ， 找 到 使 式 
(15) 成 立 的 1,， i 与 ii。 这 些 指 标的 存在 由 假设 和 eA 保证。 
然后 我 们 考虑 将 (和 A) 分 别 映射 到 KK;(A) 和 KK,(A) 的 两 个 相似 (比率 为 4-')。 
这 些 将 区 间 了 分别 对 应 区 间 /; 与 1,， 其 中 mm(1,)==m(1,)=4"m(7)。 此 外 ， 
m( kM)F6m(T) ,mm(K NL ) om(1,), 
而 且 ， 如 式 (15) 中 一 样 ， J 二 1,+7(A)， 其 中 17(A)|< a4-'。 由 于 a4 -= 
(1 -6)m(1;)， 这 表明 
mL ml) -rrA)S4 mn(T) -a4 "2 Bn(1), 
从 而 m(1; -1[1) 志 (1 -5)m(1,), 上 且 
m( KMLND)FmK MNT) -mL -LL) 
之 (26 -1)m(lL.) 


>Fm(1)>7m( NL). »283 
所 以 m( KONE 人 N44)>m(1i 门 1 ) 且 用 站 取代 i 时 也 成 立 。 因 此 m(K! 站 4)>>0， 


这 与 分 解 式 (8) 以 及 对 每 个 i 有 m(K) 二 4-'m(K) 的 事实 蔬 盾 。 从 而 我 们 得 到 了 
对 每 个 和 eA 有 m(K(A))==0， 而 定理 4. 12 的 证 明 现 在 完成 了 。 


〇 术语 4 有 “全 测度 ”的 意思 是 它 的 补 集 的 测度 为 零 。 
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1. 证 明 车 a 二 4， 则 测度 m。 在 R* 上 不 是 a 有 限 的 。 

2. 设 6 与 ,是 R" 的 两 个 紧 子 集 使 得 Ef[ iE, 至 多 包含 一 个 点 。 从 外 测度 的 

定义 直接 证 明 车 0 二 a 亏 d, 且 E=E,WE,， 则 
站 (E)=m (E, ) tm (E,)o 
【 提示: 假设 El[1E,=|x|, 令 B 表示 以 x 为 中 心 s 为 直径 的 开 球 ， 且 令 
E* 一 有 1 18。 证明 
由 (E*)>NH(E)m (E) -un(s) -ea", 
其 中 (a) 一 0。 因 此 mm” (Be) 一 mm (E)。】 
3. 证 明 夺 f/f:[0,1] 一 R 满足 y 二 1 阶 利 普 希 次 条 件 ， 则 了 是 一 个 常数 ， 
4. 设 1:[0,1] 一 [0,1] x10,1] 是 一 个 满 射 且 满足 利 普 希 获 条 件 
[f(x) -f(7)|< elx-y|Y, 
不 用 定理 2.2， 直 接 证 明 y 委 172。 

【提示 : 将 [0，1] 分 成 六 个 等 长 的 区 间 。 每 个 子 区 间 的 像 包 含 在 一 个 体积 为 
O(N  ) 的 球 内 ， 且 这 些 球 的 并 集 必 须 覆 盖 正 方形 。]】 

5. 令 HLxz) 一 定义 在 R 上 ,其 中 是 一 个 正 整数 且 令 为 R 的 一 个 博 雷 
尔 子 集 。 

(a) 证 明 夺 对 某 个 a 有 m,(E)==0, 则 m,(f(E))=0， 

(b) 证 明 dim(E)= dimf(E)。 

6. 令 1E,| 为 R” 中 的 一 个 博 雷 尔 集 列 。 证 明 若 对 某 个 a 和 所 有 上 有 dimE, 志 
a， 则 

dim UE < a 

7. 证 明康 托 尔 集 的 log2/log3 豪 斯 多 夫 测 度 恰好 等 于 1。 

【提示 : 假设 我 们 有 C 的 一 个 由 有 限 多 个 闭 区 间 111 组 成 的 覆盖 ， 则 对 某 个 
存在 C 的 另 一 个 由 每 个 长 度 为 3“ 的 区 间 |11| 组 成 的 覆盖 ,使 得 |/ 1" 三 
> | 下 | 二 过 1， 其 中 心 一 ]og2/log3 。 】 

8. 证 明 第 1 草 习 题 3 中 的 常数 痢 分 的 康 托 尔 集 C:， 有 严格 的 莹 斯 多 夫 维 数 
log2/log(2/(1 -< 上 ) ) 。 

9. 考虑 R 中 的 集合 Cx Ce ， 其 中 Ce 如 前 一 个 习题 。 证 明 Ce x Ce 有 严格 的 
紧 斯 多 夫 维 数 dim( Ce ) + dim( Ce,)。 

10. 构造 一 个 类 康 托 尔 集 (如 第 1 章 习 题 4) ， 它 的 勒 贝 格 测度 为 零 ， 但 最 斯 
多 夫 维 数 为 1。 


大 
【提示 : 选择 4 ,4 ,… 必 ,… 使 得 当 上 > 时 ,1-y 21-14 以 充分 小 的 速度 趋 
2 


J 


5 习题 


0s] 

11. 令 D==D, 为 R 中 的 作为 乘积 Ce x Ci 给 出 的 康 托 尔 侍 ， 其 中 j= 二 (1 - 
£)/2。 

(a) 证 明 对 任何 实数 入 ， 集 合 Ce + ACe 相似 于 DD 在 R* 中 斜率 为 A = tan9 的 直 
线 上 的 投影 。 

(b) 注意 到 在 康 托 尔 集 C 中 ,上 = 1/2 的 值 对 4.4 节 的 Besicoviteh 集 的 构造 很 
重要 。 事 实 上 ,证 明 若 1/2， 则 对 每 个 入 ，C, +AC, 的 勒 贝 格 测度 为 零 。 见 下 面 
的 问题 10， 

【提示 : 对 a= dimD, 有 ms(Ce+ACi)<%。】 

12. 定义 一 个 原始 的 一 维 “ 测 度 ” 克 | 为 


mi 一 inf 》 diam Fi,ECU FF. 
/ 友 三民 


这 类 似 于 一 维 外 测度 m”， a 二 1， 除 了 对 Fi 的 直径 大 小 没有 限制 外 。 

假设 1 与 1 是 R” 中 的 两 个 不 相交 的 单位 线段 ，d 宇 2, 其 中 外 = 二 1 +h， 且 

| 有 | 二。 然后 观察 到 砚 / (1)== 砚 (1) 二 1， 同时 充 (Ub)<1+e。 从 而 
当 g 之 1 时 ,me (TUL)< (Ch) + (DY) 
因此 所 | 不 满足 可 加 性 。 

13. 考虑 2. 1 节 和 定义 的 von Koch 曲线 大， 144 过 1 之 1/2。 对 它 证 明 类 似 于 定理 
2.7 的 结论 : 函数 :一 Kk'(4) 满 足 y 二 log(171) /log4 阶 利 普 希 攻 条 件 。 此 外 ， 证 明 集 
合 K' 有 严格 的 豪 斯 多 夫 维 数 a = 1/y。 

【提示 : 证 明 若 O 是 如 图 14 中 所 示 的 阴影 部 分 的 开 三 角形 ， 则 O 字 So(O) 
US Co)IUS CO)US CO) ,其 中 So(z) 一 让 ,SCz) 一 pg() +a，S(z) 一 D 
(Ix) +c， 而 S (x) 二 1x+b， 这 里 po 是 转角 为 8 的 旋转 。 注 意 到 集合 5,( O) 是 不 
相交 的 。】 


图 14 习题 13 中 的 开 集 O 


14. 证 明 若 1 二 1/2， 习题 13 中 的 von Koch 曲线 st 一 ‘(1) 是 一 条 简单 曲线 。 


I 
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wm 


【 提示 : 观察 到 知 上 一 > a/4,， 其 中 a 二 0,1;2 或 3, 则 
j=] 
CCD = 用 $8,, (8, (0))).] 
15. 注意 到 大 我 们 在 习题 13 中 的 von Koch 曲线 的 定义 中 取 1== 1/2， 则 得 到 一 
条 “空间 填充 ”曲线 ， 它 填 满 右边 的 顶点 为 (0,0),(1,0) 与 (1/2,1/2) 的 三 角形 。 
构造 该 曲线 的 前 三 个 步骤 见 图 15， 区 间 按 标明 。 


图 15 当 71= 二 1/2 时 的 von Koch 曲线 的 前 三 个 步骤 


16. 证 明 von Koch 曲线 一 人 ‘(1) ，1/4 三 1 过 1/2 连续 但 无 处 可 微 。 
【提示 : 若 对 某 个 上 有 Ki) 存在 ， 则 

.KK(u) —K(v,) 

lin 一 一 一 一 一 一 一 一 

nn—* 名 到 / 


n nn 


必须 存在 ， 其 忠 ,三 tv,， 且 vw -v, 一 0。 选 取 u, = 二 上 /4" 与 v, = 二 (kk+1)/4",]】 

17. 对 R" 中 的 紧 集 E， 定 义 #(&) 为 覆盖 的 半径 为 的 球 族 中 的 球 的 最 少 个 
数 。 注 意 到 当 e 一 0 时 ， 总 是 有 #(e) 王 0O(se 一 )， 且 若 巨 的 元 素 的 个 数 是 有 限 的 ， 
则 #( &)= 0(1), 

人 们 定义 五 的 覆盖 维 数 ， 记 为 dimc(E)， 为 当 a 一 0 时 使 得 #(&) 二 0(se“) 的 
inf 8B。 通 过 对 所 有 5 之 0, 证 明 下 列 不 等 式 : 

( i) m(E’)< c#(6)6", 


|2se: (em 
来 证 明 dimc(E)== dimw(E)， 其 中 dimw 是 2. 1 节 讨 论 过 的 闵可夫 斯 基 维 数 。 
【 提示 : 为 了 证 明 ( 站)， 利用 第 3 章 引 理 1.2 找到 一 个 由 半径 为 6/3 的 不 相 
交 的 球 B ,B, ,…,Bw 组 成 的 簇 ， 该 簇 的 每 个 球 中 心 在 EE， 使 得 它们 的 “三 倍 ”8B,， 
B,,…,B，( 半 径 为 6) 覆盖 EE， 则 #(8) 过 N， 同 时 由 于 有 是 不 相交 的 且 包 含 在 5 
中 Nm(Bi) 一 cN8 < m( EE’),) 
18. 邻 EE 为 R" 中 的 紧 集 。 


5 习题 

(a) 证 明 dim()< dimw(E)， 其 中 dim 与 dimw 分 别 表示 宫 斯 多 夫 维 数 与 闵 可 
夫 斯 基 维 数 。 

(b) 证 明和 大 EE=10,1/log2,1/log3,…,1/logn,…|， 则 dimy(E) 二 1， 而 dim 
(EZ)=0,。 

19. 证 明 存 在 一 个 仅 依 赖 于 维 数 d 的 常数 cx ， 使 得 只 要 E 是 一 个 紧 集 ， 就 有 

m(E”)<cem(E:)., 

【提示 : 考虑 极 大 函数 /* ,其 中 /=xgs， 并 取 cj 二 6°。】 

20. 证 明知 是 定理 2.12 中 考虑 的 自 相 似 集 ， 则 它 有 相同 的 闵可夫 斯 基 维 数 
和 取 斯 多 夫 维 数 。 

【提示 : 每 个 F 是 m* 个 半径 为 er" 的 球 的 并 集 。 相 反 的 方向 人 们 可 由 引 理 
2. 13 看 到 , 若 e 王 六 ， 则 每 个 半径 为 e 的 球 至 多 包含 第 k 代 的 c' 个 顶点 。 因 此 至 少 
取 m"/c' 个 这 样 的 球 去 覆盖 FF。】 

21. 从 单位 区 间 中 去 掉 第 二 个 以 及 第 四 个 四 等 分 区 间 ( 开 区 间 )。 在 剩 下 的 两 
个 闭 区 间 重 复 上 面 的 过 程 ， 以 此 类 推 。 令 FF 为 极限 集 ， 因 此 


F=|x:x = as/4' ,a 二 0 或 21。 
k=1 
证 明 0 达 mjjp(F)<w。 

22. 假设 下 是 定理 2.9 中 出 现 的 自 相似 集 。 

(a) 证 明 车 m 志 1/r*， 则 当 iz#j 时 , ma(F{1F;j)=0。 

(b) 然而 ,车 m 宇 1/r*， 证 明 对 某 个 ij，F; [| F 不 是 空 集 。 

(c) 证 明 在 定理 2. 12 的 假设 下 ， 

只 要 【天 1， 就 有 ma(F.{\F,)=0, 其 中 a = logm/log(1/r)。 

23. 假设 5S ,… ,5 是 比率 为 r 的 相似 ,，0 二 r 二 1。 对 每 个 集合 EE, 令 

S(E)=5,(E)U-:…U 5,, (E), 
且 假 设 下 表示 唯一 的 使 得 $S(F)== 玉 的 非 空 紧 集 。 

(a) 车 xeF， 证明 点 集 1S"(z)1” 在 下 中 稠密 。 

(b) 证 明正 在 以 下 意义 下 是 齐 次 的 : 车 xoe FF 且 B 是 任何 一 个 中 心 在 xo 的 开 
球 ， 则 F 门 B 包含 一 个 与 相似 的 集合 。 

24. 假设 E 是 R" 中 的 一 个 博 雷 尔 集 ， 其 中 dimE 二 1。 证明 E 是 全 不 连通 的 ， 
即 E 中 的 任何 两 个 不 同 的 点 属于 不 同 的 连通 分 支 。 

【提示 : 固定 x，yeE， 且 证 明 f(1)==11-x% | 是 1 阶 利 普 希 芯 的 ， 且 因此 dim 
fA(E) 二 1。 推断 出 fA(E) 在 R 中 有 稠密 的 补 集 。 取 f(E) 的 补 集中 的 一 点 +r 使 得 0 二 r 
< f(y 并 利用 事实 E==|tek: i-x|<riUiieE: It-x| 二 7) sl 

25. 今 F(1) 为 R 上 的 任意 非 负 可 测 函 数 ， 而 ye 5*-!， 则 存在 R4 中 的 可 测 
集 E, 使 得 F(t)=mj_1(E[1P,,)。 


yy 
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26. 对 d 三 4 的 情况 定理 4.1 可 以 改进 如 下 : 

定义 C“* 为 R 上 的 如 下 函数 F(1) 组 成 的 类 ; F(t1) 属 于 C“ 且 (4) 满 足 a 阶 
利 普 希 茨 条 件 。 

若 忆 的 测度 有 限 ， 当 4 是 奇数 时 ，d 三 3， 则 对 a.e. ye 5S4-'， 函 数 m(E 门 
P,,) 属于 C"* ,其 中 k= 二 (d -3)/2, a < 达 1/2; 而 当 4d 是 偶数 时 ,d 宇 4, m(E[| 
万 ,) 属 于 C”"， 其 中 k=(d -=4)/2, a 之 1。 

27. 若 我 们 去 掉 定 理 4. 5 中 不 等 式 (2) 右 端 的 上 了 ,sna)， 则 不 等 式 不 再 
成 立 。 

【提示 : 考虑 丸 ”( 广 ) ， 其 中 请 定义 为 f(x)=(|x|+e)-“*,|x| 志 1， 其 中 6 
国定 ， 过 过 过 1 且 转 &=051 

28. 构造 一 个 紧 集 CR",d 宇 3, 使 得 my(E) 二 0， 而 5 包含 R" 中 的 任何 单 
位 长 度 的 线段 的 平移 。 (这 样 的 集合 的 一 个 特殊 例子 在 d=:2 的 情况 很 容易 得 到 ， 
这 些 集合 的 最 小 豪 斯 多 夫 维 数 的 确定 是 一 个 开放 性 问题 。) 


6 问题 


1. 完成 下 面 两 个 集合 U 与 地 的 构造 使 得 
dimU = dimV 三 0 但 dim(UxX 站 三 1。 
邻 六 给 出 如 下 ， 
“ 每 个 1 是 一 个 有 限 个 相连 的 正 整 数 的 序列 ; 即 对 所 有 让， 
对 某 个 给 定 的 与 Bj,1; = 二 lneN:4A,)<<n<B|。 

" 对 每 个 六 I 工 iL 在 工 的 右边 ; 即 4 之 有 8。 
令 UCIL0,1] 为 由 所 有 当 用 二 进 制 写 出 x 二 al,a,,…,a,,*… 时 具有 性 质 : 只 要 ne 
就 有 wm 一 0 的 x 组 成 的 集合 。 假设 4 与 Bi ( 当 j->%w) 以 足够 快 的 速度 趋 于 无 
穷 ， 即 B/A—% HBA/B—%, 

同样 的 ， 令 J 为 这 些 整 数 块 的 补 块 ， 即 

J=tmeN: Bn A ls 

令 VCI[0,1] 由 那些 x== ala,…a,*… 组 成 ， 其 中 车 ne a, 一 0。 

证 明 U 与 V 满足 想 要 的 性 质 。 

2.“ 等 径 不 等 式 叙述 如 下 : 车 E 是 R” 中 的 一 个 有 界 子 集 ， 而 diamE 二 sup||x- 
y| :x,yeE|， 则 


3 d 
mn(B)<v (TP ), 


其 中 w 表示 R4 中 的 单位 球 的 体积 。 换 言 之 ， 在 给 定 直径 的 集合 中 ,， 球 的 体积 最 
大 。 显 然 ， 只 需 对 巨 代 替 瓦 证 明 不 等 式 ， 所 以 我 们 可 以 假设 已 是 一 个 紧 集 。 
(a) 在 EE 是 对 称 的 特殊 情况 下 ， 即 当 xeE 时 有 一 xeE， 证明 不 等 式 ， 


6 问题 


一 般 地 ， 我 们 可 以 用 施 泰 纳 (Steiner) 对 称 化 技 马 简化 成 对 称 的 情况 。 寿 是 
R“ 中 的 一 个 单位 向 量 ， 且 刀 是 垂直 于 e 的 平面 ,E 的 施 泰 纳 对 称 化 定义 为 


S(E.e)=1w WEeR, <3L( Es;esx) | 


其 中 L(E;e;x)= 二 m( lteR:x+t*.eekl),，m 表示 勒 贝 格 测度 。 注 意 到 x +tee5 
(5,e) 当 有 是 仅 当 %-teeS(E,e)。 

(b) 证 明 5(E,e) 是 R" 中 的 有 界 可 测 子 集 ， 且 满足 m(S(E,e))= 二 m(E)。 

【提示 : 利用 Fubini 定理 。]】 

(c) 证明 diamS( 开 ,ee) 和 过 dianm EF。 

(d) 铬 p 是 使 得 与 号 保 持 不 变 的 旋转 ,证 明 pS(E,e)==S(E,e)。 

(e) 最 后 ,考虑 R” 的 标准 基 |ej,…,eyl。 令 EE=E,E,=5S(E,e),E,=5 
(Eles)， 以 此 类 推 。 用 5, 是 对 称 的 事实 证 明 等 径 不 等 式 。 


(f) 利用 等 径 不 等 式 证 明 对 R4 中 的 任何 博 雷 尔 集 EE， 有 mm 6)=—_ fmal E) , 


3; 假设 $ 是 一 个 相似 。 

(a) 证 明 $ 将 一 条 线段 映 到 一 条 线段 。 

(b) 证 明知 | 与 忆 是 张 角 为 a 的 两 条 线段 ， 则 5(L,) 与 SC22 ) 的 张 角 为 a 或 
ee 

(c) 证 明 每 个 相似 是 平移 、 旋 转 .( 可 能 不 适当 )， 以 及 扩张 的 复合 。 

4.“ 下 面 给 出 康 托 尔 - 勒 贝 格 防 数 的 构造 的 一 个 推广 。 

今 玉 为 定理 2.9 中 通过 mw 个 比率 为 0 三 r 达 1 的 相似 5S, ,5,,…,5, 定义 的 一 个 
紧 集 。 存 在 唯一 的 支撑 在 上 的 博 雷 尔 测度 yj， 使 得 (FF)==1 


对 任何 博 雷 尔 集 6,p(E) 一 一 六 AN(S (BE))。 
fi 


当下 是 康 托 尔 集 的 情形 时 ， 康 托 尔 - 勒 贝 格 函数 是 w([0,x*] )。 

5. 证 明 豪 斯 多 夫 的 一 个 定理 : R4 的 任何 紧 子 集 K 是 康 托 尔 集 C 的 一 个 连 
续 像 。 

【提示 : 用 2"( 某 个 n,) 个 半径 为 1 的 开 球 覆盖 K， 比 如 说 B, ,B,,…,B，( 可 能 
有 重复 ) 。 令 K; = 天门 Bi 并 用 2“ 个 半径 为 1/2 的 球 覆 盖 每 个 及 得 到 紧 集 K， ; ， 以 
此 类 推 。 将 :eC 表示 成 一 个 三 进 制 展 开 ， 且 分 配给 1 以 K 中 的 唯一 的 点 ,该 点 通 
过 对 适当 的 广 , 记 ,… 取 {1K [1… 的 交集 定义 。 为 了 证 明 连 续 性 ， 观 察 到 若 康 托 
尔 集中 的 两 个 点 是 接近 的 ， 则 它们 的 三 进 制 展开 在 高 阶 的 时 候 是 一 致 的 。】 

6. R" 的 一 个 紧 子 集 K 是 一 致 局 部 连通 的 ， 若 给 定 吕 >0， 存 在 58>0 使 得 当 %， 
ye 天 且 |x-y|< 二 5 时 ,存在 上 中 的 一 条 连接 x 与 y 的 连续 曲线 7y， 使 得 y7CB。 
(ww) Hy B AF 

利用 前 一 个 问题 ， 人 们 可 以 证 明 R* 中 的 紧 集 K 是 单位 区 间 [0,1] 的 连续 像 当 
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且 仅 当天 是 一 致 局 部 连通 的 。 

7. 提出 并 证 明定 理 3.5 的 一 个 推广 ， 一旦 去 掉 一 些 适当 的 零 测度 集 ， 则 R 中 
的 单位 区 间 与 R” 中 的 单位 立方 体 之 间 存 在 保持 测度 的 同 构 。 

8.“ 平 面 内 存在 一 条 有 正 的 2 维 测度 的 简单 连续 曲线 。 

9. 设 E 为 R* ”中 的 一 个 紧 集 。 证 明 dim(Ex71)== dim(E)+1， 其 中 1 是 R 中 
的 单位 区 间 。 

10.“ 令 Ce 为 习题 8 与 习题 11 中 的 康 托 尔 集 。 者 三 1/2， 则 对 几乎 每 个 A， 
C: +ACe 有 正 的 勒 贝 格 测度 。 


这 里 有 几 本 涵盖 了 我 们 这 里 处 理 的 许多 主题 的 极 好 的 书 。 其 中 有 Riesz 和 Nagy 
的 [27] ，Wheeden 和 Zygmund 的 [33 |] ，Folland 的 [13] 和 Bruckner 以 及 其 他 人 
的 [4j]。 

引言 

引文 是 从 埃 尔 米 特写 给 斯 带 尔 切 斯 的 一 封 信 [18」 中 的 一 段 翻译 过 来 的 。 

第 1 章 

引文 是 从 [3] 中 的 一 段 法 语 翻 译 过 来 的 。 

关于 选择 公理 、 豪 斯 多 夫 极 大 原理 和 和 良 序 原理 的 更 多 细节 可 以 参考 Devlin 的 
牧人] 

关于 Brunn-Minkowski 不 等 式 的 结果 的 综述 可 以 看 Gardner 的 记叙 性 文章 
[14] 。 

第 2 章 

引文 是 勒 贝 格 的 关于 积分 的 书 [20] 的 第 一 版 序言 中 的 一 段 。 

Devlin [7] 包含 连续 统 假设 的 讨论 。 

第 3 草 

引文 来 自 哈代 和 李 特 尔 伍德 的 文章 [15]。 

哈代 和 李 特 尔 伍 德 利用 重 排 的 思想 证 明了 定理 1.1 在 一 维 的 情形 。 目 前 的 形式 
归功 于 Wiener。 

我 们 对 于 等 周 不 等 式 的 处 理 基 于 Federer [11j。 这 个 作品 也 包含 了 重要 的 推广 
和 关于 几何 测度 论 的 很 多 附加 资料 。 

问题 3 * 中 的 引 理 的 Besicovitch 覆盖 的 证 明 在 Mattila 的 书 中 [22 ] 。 

R“” 上 的 有 界 变 差 函 数 的 论述 ， 见 Evans 和 Gariepy 的 书 [8]。 

问题 7 (b) ”的 证 明 概 要 可 以 在 书 工 的 第 5 章 的 末尾 找到 。 

问题 8 的 (b) 部 分 是 S，Saks 的 一 个 定理 ， 它 作为 (a) 的 推论 的 证 明 在 
Stein 的 著作 中 131] 可 以 找到 。 

第 4 章 

引文 是 从 普度 谢 雷 尔 的 文章 [25 」 的 引言 翻译 过 来 的 。 

问题 2* 中 接触 到 的 概 周 期 因数 的 理论 的 记述 可 以 在 Bohr 的 著作 中 [2] 找到 。 

问题 4 和 57" 的 结果 分 别 出 现 在 Zygmund 的 书 [35] 第 V 章 和 第 出 章 中 。 

施 图 姆 - 刘 维 尔 系统 、 勒 让 德 多 项 式 和 埃 尔 米 特 函 数 的 更 多 内 容 请 查阅 Birkhoff 
和 Rota 的 著作 [11]。 
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注 记 和 参考 


第 5 章 

狄 利克 和 震 原 理 和 它 的 应 用 的 记述 见 Courant 的 著作 [6|]。Ransford 的 书 | 26 | 
处 理 了 有 R- 中 的 一 般 区 域 的 狄 利克 雷 问题 的 解 和 集合 的 对 数 容量 的 相关 概念 。Fol- 
land 的 书 [12]」 包含 了 狄 利 克 雷 问题 的 另 一 个 不 用 狄 利 殉 雷 厚 理 的 方法 得 到 的 解 
(在 R ，d 关 2 时 有 效 )。 

关于 问题 3” 中 描述 的 保 角 映射 的 存在 性 在 Zygmund 的 著作 [35」 的 第 
章 中 。 

第 6 草 

引文 是 从 卡拉 泰 奥 多 里 的 文章 15]」 的 一 段 德 文 翻译 过 来 的 。 

Petersen [24 |] 给 出 了 壳 历 理论 的 一 个 系统 的 描述 ， 包 括 问题 7 ”中 和 定理 的 证 明 。 


问题 4” 中 需要 的 关于 球面 调和 函数 的 事实 可 以 在 Stein 和 Weiss 的 著作 [32 
的 第 4 章 找到 。 


连 分 数 的 介绍 参考 Hardy 和 Wright 的 书 | 16 |。Rvyll-Nardzewski 的 书 128」 讨 
论 了 它们 与 过 历 定 理 的 联系 。 

第 7 草 

引文 是 从 肾 斯 多 夫 的 文章 [17」 中 的 一 段 德 文 翻 译 过 来 的 ， 同 时 Mandelbrot 
的 引言 出 目 他 的 书 [21 |]。 

Mandelbrot 的 书 也 包含 很 多 出 现在 不 同 背 景 下 的 分 形 的 有 趣 例子 ， 包括 Rich- 
ardson 的 关于 海 尾 线 长 度 的 讨论 。( 见 第 5 章 ) 

Falconer 的 著作 [10] 给 出 了 分 形 与 葵 斯 多 夫 维 数 的 系统 化 处 理 。 

更 多 关于 空间 填充 曲线 的 细节 ， 包 括 出 现在 问题 8” 中 的 曲线 的 构造 ， 我 们 可 
以 参考 Sagan 的 书 [29 |]。 

Falconer 的 专著 [10] 也 包含 Besicovitch 集 的 不 同 构造 ， 还 有 这 些 集 合 维 数 一 
定 为 二 的 事实 。 正 文中 描述 过 的 特殊 Besicovitch 集 出 现在 Kahane 的 书 中 |19] ,但 
是 它 的 测度 为 零 需 要 更 进一步 的 思想 ， 例 如， 包含 在 Peres 等 人 的 书 中 [30]。 

R'“ ，d 三 3， 中 的 集合 的 正则 性 ， 以 及 关于 拉 东 变换 的 极 大 函数 的 估计 出 现在 
Falconer 的 书 191 以 及 Oberlin 和 Stein 的 书 |23] 中 。 

高 维 的 Besicoviteh 集 的 理论 和 很 多 有 趣 的 相关 谍 题 可 以 在 Wolff 的 一 篇 综述 
[34] 中 找到 。 


付 号 索引 


像 平常 一 样 ，Z，Q，R 和 C 分 别 表 示 整 数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 和 复数 集 。 


|x| 

,上 一 下 
d(E.F) 
B(x),B,(x) 


Eok 
|R| 


A Ce 

f° (wx) ff (x) 
A+B 

Uj 

supp(f) 

fi ff sf 
J 

L'(R’) ,Le(R') 
淹 浪 

六 vl 
f,F(7) 

x 

L(Y) 
了 


x 的 ( 欧 几 里 得 ) 范 数 
集合 的 补 集 和 相对 补 集 
两 个 集合 间 的 距离 
开 球 和 闭 球 

分 别 为 E 的 闭 包 和 边界 
和 矩 形 R 的 体积 

记号 O 

康 托 尔 集 

集合 EE 的 ( 勒 贝 格 ) 外 测度 
集合 的 递增 和 递减 序列 
已 和 下 的 对 称 差 
集合 EE 平 移 h 

R“ 上 的 博 雷 尔 er 代数 
G; 或 ,型 集合 

不 可 测 集 

几乎 处 处 

限 数 的 正 部 和 负 部 
两 个 集合 的 和 

R” 上 的 单位 球 的 体积 
曙 数 的 支撑 

递增 和 递减 的 函数 序列 
困 数 /平移 用 

可 积 和 局 部 可 积 函 数 
f 和 gg 的 卷 积 

呆 数 和 集合 E 的 截面 


的 傅 里 叶 变换 
三 的 极 大 明 数 as 
(可 求 长 ) 曲 线 y 的 长 度 生计 


让 的 全 变 差 . 正 变 差 .人 负 变 差 


[4 


符号 索引 


L(A,B) 
By 
M(K) 

0 (8) 0.8) 
L(R’) 
F(Z),L(N) 

H 

jig 

D 
H(D),H(R’ ) 
a 


' 
S(R") 

Co (02) 
Ct ,ECD) 
Au 

(KX,M ,pn),(X,n) 
凡凡 * Ho 
凡 1 关 几 2 
Sd-1 
Idoc(y) 
dF 

| 天 二 -= 
vi 
vyv<<H 
o(S) 

m2 (E) 
diam 5S 

dim E 

9 

A=B 

K,K 
dist(A,B) 


上 一 4 和 + 一 B 之 间 的 曲线 的 长 度 
严 的 迪 尼 数 

K 的 闵可夫 斯 基 容 量 

人 2 的 外 集 和 内 集 
平方 可 积 函 数 
平方 可 和 序列 

希 尔 伯 特 空间 

正 交 元 素 

单位 圆 盘 

哈代 空间 

S 的 正 交 补 

A 和 B 的 直 和 

S 上 的 正 交 投 影 

伴随 算 子 

施 瓦 茨 空间 

在 Q 内 有 紧 支 撑 的 光滑 函数 
人 和 QQ 上 的 有 nn 阶 连续 导数 的 函数 
u 的 拉 普 拉 斯 算 子 

测度 空间 

测度 ,外 测度 ,预测 度 

乘积 测度 

Ra 上 的 单位 球面 
球面 上 的 表面 测度 

勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 

v 的 全 变 差 , 正 变 差 和 负 变 差 
相互 奇异 测度 

绝对 连续 测度 

$ 的 谱 

a 维 豪 斯 多 夫 外 测度 

$ 的 直径 

E 的 豪 斯 多 夫 维 数 

谢 尔 宾 斯 基 三 角形 

A 和 B 相 当 

von Koch 曲线 

豪 斯 多 夫 距 离 


P(i) 
Py 
R(f) ,Rs(f) 
RD Rs (ff) 


符号 索引 


佩 亚 诺 映 射 
超 平 面 
拉 东 变换 
极 大 拉 东 变换 


os 
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